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Kurzfassung
Das Innenohr des Säugetieres ist ein hochspezialisiertes sensorisches System, das durch ein kom-
plexes mechanisches Verhalten gekennzeichnet ist. Neben der komplizierten Morphometrie und
Geometrie kommen auch dem richtungsabhängigen Materialverh lt n eine wesentliche Bedeu-
tung zu. Es zeigt sich, daß im Cortischen Organ mit der äußeren Haarsinneszelle ein Zelltyp
vorliegt, der durch seine physikalischen Eigenschaften das Gesamtverhalten des Innenohres maß-
geblich beeinflußt. Wie jede tierische Zelle weist die äußere Haarsinneszelle als biomechanisches
System eine heterogene Mikrostruktur auf. Vom mechanischen Standpunkt aus gesehen, ist ne-
ben der mehrschichtigen basolateralen Zellwand jede Einzelzelle durch ein viskoses inneres Fluid
(Zellplasma) und einen Zellkern (Nukleus) gekennzeichnet. Die resultierenden mechanischen Ei-
genschaften des Gesamtsystems ”äußere Haarsinneszelle” können durch Experimente und eine
geeignete Modellierung determiniert werden.
In dieser Arbeit wird ein neuer Ansatz zur Bestimmung der viskoelastischen Materialeigen-
schaften der basolateralen Wand vorgestellt. Durch Anwendung einer effektiven Fluid-Struktur-
Interaktion wird das Gesamtsystem geschlossen untersuchtund eine umfangreiche Materialpa-
rameterstudie durchgeführt. Dabei werden im Rahmen der Kontinuumsmechanik gültige Ma-
terialgesetze angewendet. Das durch partielle Differentialgleichungen formulierte mechanische
Feldproblem wird im Rahmen der Finiten-Elemente-Methode approximiert, was zu einem linea-
ren Gleichungssystem führt. Auf dieser Grundlage wird ein Finite-Elemente-Modell der äußeren
Haarsinneszelle entwickelt. Die zur Beschreibung notwendigen Systemmatrizen – insbesondere
die Dämpfungsmatrix – basieren dabei vollständig auf einemviskoelastischen Materialgesetz. Die
benutzte Methodik läßt weiterhin eine effiziente Berechnung im Frequenzbereich zu.
Es zeigt sich, daß eine spezielle Dämpfungsformulierung die experimentell bestimmten dyna-
mischen Eigenschaften der Zelle adäquat widerspiegelt. Eine Analyse auf Materialgesetzebene
zeigt, daß dafür reine Schubdämpfung und damit eine spezielle Anisotropie im Viskositätstensor
verantwortlich ist. Diese Eigenschaft bestimmt das dynamische Verhalten der äußeren Haarsin-
neszelle bis mindestens 10 kHz und liegt damit im Hörbereich.
Der Modellierung der Zelle geht eine angepaßte Auswertung der experimentell ermittelten Da-
ten voraus. Die mechanisch geeignete Auswertung der zugrundeliegenden Experimente weist da-
bei auf mögliche Fehlerquellen bei der Analyse der Rohdatenhin. Das hat zur Konsequenz, daß der
experimentellen Umgebung die gleiche Aufmerksamkeit gesch nkt werden muß wie dem Meßob-
jekt selbst. Nur so kann eine geeignete Extraktion der für das Meßobjekt spezifischen Eigenschaf-
ten erfolgen.
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Kapitel 1
Einleitung und Stand der Forschung
In diesem ersten Kapitel soll in knapper Darstellung ein Überblick über den Stand des Wis-
sens gegeben werden. Basierend auf den Arbeiten vonAshmore(2008), Raphael und Altschuler
(2003) u.a. wird im ersten Teil wird dabei auf die Funktionsweise des Innenohres der Säugetiere im
allgemeinen und der äußeren Haarsinneszelle im spezielleneingegangen. Im zweiten Teil werden
der vorliegenden Arbeit zugrundeliegende Impedanzmessungen an isolierten äußeren Haarsinnes-
zellen vorgestellt und diskutiert. Dabei wird ein wesentlicher Schwerpunkt die Auswertung und
Aufbereitung der durch Nutzung eines Atomkraftmikroskopsgewonnenen Meßdaten sein.
1.1. Anatomische und physiologische Grundlagen
Das Ohr, bestehend aus Außen, Mittel- und Innenohr, ist ein sensorisches System, das eingehende
Schallwellen in mechanische Schwingungen umwandelt. Diese werden in Nervenimpulse über-
setzt und an das zentrale Nervensystem codiert weitergeleitet. Diese Codierung erfolgt dabei in
der Cochlea, der von knöcheren Strukturen umwandeten Schnecke und dem darin befindlichen ei-
gentlichen Hörorgan – dem Cortischen Organ (CO) (Raphael und Altschuler, 2003). Die Cochlea
ist durch drei flüssigkeitsgefüllte Röhren, den sogenannten Skalen, gekennzeichnet. Diese Flüs-
sigkeitsräume sind durch zwei Membranen, der Basilar- und der Reissnermembran, voneinander
getrennt (Abb.1.1.1).
Die Fähigkeiten, die das Gesamtsystem “Ohr” aufweist, wurden bisher von keinem technischen
Produkt erreicht. Der Dynamikbereich erstreckt sich beim Menschen über 120 dB SPL1 – was
sechs Größenordnungen entspricht. Die Hörschwelle eines gesunden Ohres beträgt bei 1 kHz nur
20 µPa (entspricht 0 dB). Dabei treten bis zu einem Dauerschallpegel von ca. 80 dB keine Lang-
zeitschäden auf. Trotzdem ist das Gehör in der Lage, bei einem Fr quenzbereich beginnend bei ca.
31 Hz (Manoussakiet al., 2008) bis zu 20 kHz (mehr als 9 Oktaven), eine Frequenzdiskriminatio
von nur 0.3 % zu erreichen.
Das Erreichen dieser Eigenschaften wird einem Verstärkungsprozeß zugeschrieben, der 1948
von Gold (1948) postuliert wurde und der bei Verlust oder Fehlentwicklungzur Ertaubung führen
kann. Das Verständnis, wie das Innenohr bei Säugern akustische Stimuli verstärkt, ist eng verbun-
den mit dem Verständnis der Funktion der äußeren Haarsinneszell n (ÄHZ) der Cochlea, die ein
elektromotiles Verhalten zeigen. Das Phänomen der Elektromotilität ist dabei mit einem Molekül
namens Prestin verbunden (Zhenget al., 2000).
1SPL steht für “sound pressure level”
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Abbildung 1.1.1:
Schematischer Schnitt
durch die Cochlea
des Meerschwein-
chens (verändert
nach Raphael und
Altschuler (2003)).
Die Hauptkomponen-
ten des Ohrkanals
(Skalen) sowie die
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Media.
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Bereits seit Helmholtz ist bekannt, daß ankommende akustische Stimuli über das Außenohr, den
äußeren Gehörgang und das Mittelohr zu Schwingungserregung n der cochleären Flüssigkeitsräu-
me führen. Die Bewegung dieser Flüssigkeiten und deren Interaktion mit dem CO führt schließ-
lich zur Anregung der sensorischen Haarsinneszellen. Die Interaktion findet dabei besonders mit
der Basilarmembran (BM) statt (Abb.1 1.1), die eine komplizierte Mikrostruktur, bestehend aus
Collagen II-Fasern mit unterschiedlichen geometrischen Abmessungen, und eine komplexe Stei-
figkeitsverteilung entlang der Cochlea aufweist (Iurato, 1961; Schweitzeret al., 1996; Fleischer
et al., 2010). Als CO bezeichnet man das auf der BM befindliche Epithel2, bestehend aus Stütz-
zellen und Haarsinneszellen, die mit der BM oszillieren (Abb. 1.1.2). Entlang der BM findet man
Abbildung 1.1.2: Schematischer Aufbau
des Cortischen Organs und der Tekto-
rialmembran (verändert nach (Ashmore,
2008)). Im Querschnitt sind die inneren
Haarsinneszellen (IHZ), die äußeren Haar-
sinneszellen (ÄHZ) mit zugehörigen Ste-
reozilienbündeln und die Deiters- bzw.
Pfeilerzellen hervorgehoben, die neben
weiteren hier nicht spezifizierten Zellty-
pen auf der Basilarmembran sitzen. An die
Stereozilien koppelt die Tektorialmembran
an, die in der Lage ist, Scherkräfte in diese
einzukoppeln (Gummeret al., 1996; Ghaf-
fari et al., 2007; Nowotny und Gummer,
2006; Gu et al., 2008; Steele und Puria,
2005; Cai et al., 2004). Sowohl IHZ als
auch ÄHZ sind mit dem Hörnerv verbun-
den.
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2Epithel ist eine Sammelbezeichnung für lückenlose Zellschichten ohne Bindegewebe und Blutgefäße.
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bei Säugetieren zwei Arten von Haarsinneszellen, die in Reihen angeordnet und von Dendriten3
des Hörnervs innerviert sind. Die inneren Haarsinneszellen (IHZ) bilden eine Reihe und sind die
eigentlichen Sensoren im CO, da diese die meisten (95 %) afferenten (zum Gehirn signalabfüh-
rend) Dendriten aufweisen. Während beim Menschen ca. 3500 IHZ vorhanden sind, bilden die ca.
11000 ÄHZ eine Anordnung von drei Reihen entlang der Cochlea, die durch einen hohen Anteil
an efferenten (signalzuführenden) Dendriten innerviert sind. Zwar weisen auch die ÄHZ Afferen-
zen auf, der Anteil beträgt jedoch nur 5 % aller Afferenzen. Da diese nur unregelmäßig gefunden
wurden (Brown et al., 1988; Robertsonet al., 1999), kann zur Zeit keine zuverlässige Angabe
bezüglich der afferenten Signalübertragung der ÄHZ gemacht werden. Es sei andieser Stelle an-
gemerkt, daß die Aufteilung in IHZ und ÄHZ nicht säugetierspezifisch ist, sondern analog dazu
auch in Vögeln und Reptilien (Krokodil) gefunden wurde.
Wie bereits von Helmholtz nachgewiesen, fungiert die Cochlea als ein Spektrumanalyser, der
eingehende Stimuli in Frequenzkomponenten bzw. -gruppen zerlegt und diese ortsabhängig re-
präsentiert. Diesen Zusammenhang zwischen Ort und Frequenz bezeichnet man als Tonotopie.
Eine Tonotopie zeigt sich in nahezu allen geometrischen Abmessungen von CO und BM ent-
lang der Cochlea. Die bereits skizzierten mikrostrukturellen Eigenschaften der BM im Sinne einer
faserverstärkten, d.h. global anisotropen Schalenstruktur, führen dabei zu einer ortsabhängigen
räumlichen Kopplung, die im Experiment (Naidu und Mountain, 2001) nachgewiesen und mit
Hilfe einer Finiten-Elemente-Simulation auch im Modell gefunden wurde (Fleischeret al., 2010).
Die Angrenzung der BM an ein viskoses Fluid in den Skalen, dieTonotopie der BM und de-
ren Kopplungseigenschaften führen dazu, daß auf Grund einer oszillierenden Fluidbewegung am
Cochleaeingang4 eine Wanderwelle entsteht, deren Amplitudenmaximum und Ausdehnung tono-
top auf der BM auftritt. Damit kann ein wesentliches Problemdieser Überlegungen ausgemacht
werden. Auf Grund der viskosen Eigenschaften des Fluids (Zetes und Steele, 1997; Baumgart
et al., 2009) muß davon ausgegangen werden, daß das Amplitudenmaximum (Resonanzeigen-
schaft) stark gedämpft wird und zu einer Abflachung und Verbreite ung der Wanderwelle führt.
In psychakustischen Experimenten mit reinen Sinustönen mit der Frequenzf0 wurde von Helm-
holtz ein sogenannter “quality factor”Q10dB von 8.5 festgestellt. Dabei istQ10dB das einheitenlose
Verhältnis vonf0 und der Bandbreite∆ f bei 10 dB unterhalb der Maximalamplitude. Von Béké-
sy’s direkte Vibrationsmessungen (Von Békésy, 1960) an der BM zeigen dagegen Faktoren von
Q10dB = 0.9, die viel größere Bandbreiten aufweisen und damit zu eineru schärferen Frequenz-
diskrimination führen. Das war jedoch nur einer unzureichenden Auflösung der Meßtechnik sowie
dem postmortalen Zustand des Präparats geschuldet, da später die gleichzeitige Messung von BM-
Schwingungen und Nervenantworten in der physiologisch intakten Cochlea (Narayanet al., 1998)
zeigten, daß die BM genauso scharf abgestimmt ist wie der Hörnerv (Kiang et al., 1967; Liber-
man, 1982; Tsuji und Liberman, 1997; Müller, 1996). Die meisten Messungen wurden auf Grund
besserer Zugänglichkeit im basalen Bereich der Cochlea gemacht. Es wurde jedoch festgestellt,
daß sich die Mechanismen zwischen Basis und Apex unterscheiden (Zinn et al., 2000; Fleischer
et al., 2010).
Sowohl die Messungen als auch die vorhandenen mathematischen Modelle der Cochlea zeigen,
daß die Idee einer Aneinanderreihung von passiven Resonatore keine vollständige Erklärung für
das Verhalten der Cochlea geben kann. Die Vermutung bzw. Postulierung eines aktiven Verstär-
kungsmechanismus wurde erstmalig von Gold geäußert (Gold, 1948). Die Idee ist dabei, daß ein
Rückkopplungsmechanismus zu einer frequenzabhängigen Amplitudenerhöhung führt. Die Grö-
3Als Dendriten bezeichnet man die Ausläufer von Nervenzellen, an denen sich die synaptischen Eingänge befinden.
4An dieser Stelle koppelt die Stapesfußplatte des Mittelohrs an die Scala Vestibuli der Cochlea.
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Abbildung 1.1.3: Schematische
Darstellung der ÄHZ und der
basolateralen Wand (verändert
nachLi et al. (2002)). Die 100 nm
dicke dreilagige Wand zeigt eine
komplexe Mikrostruktur. Auffäl-
lig ist ein Geflecht aus Aktin- und
Spektrinfilamenten (Kortikales
Netz), die zu einer materiellen
Anisotropie führen (Tolomeo und
Steele, 1995).
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ße der Rückkopplung ist dabei stark systemabhängig, da schnell Instabilitäten auftreten können.
Es scheint, daß solche Instabilitäten auch in der Cochlea auftreten, da spontane otoakustische
Emissionen5 nachgewiesen werden können (Kemp, 1978). Es konnte gezeigt werden, daß die
Frequenzselektivität und die Verstärkung von der Höhe des Eingangspegels abhängen (Johnstone
et al., 1986; Ruggeroet al., 1997). Während bei geringen Schalldruckpegeln (0− 50 dB) beides
stark ausgeprägt ist, sinkt bei Schalldruckpegeln oberhalb 60 dB die Verstärkung und die Fre-
quenzdiskriminationsfähigkeit nimmt ab6. Derartige Abhängigkeiten vom Eingangspegel führen
zu der Annahme, daß der Verstärkungsmechanismus einen nichtlinearen Charakter haben muß und
Frequenzselektivität und Amplitudenverstärkung inhärent miteinander verknüpft sind (Ashmore,
2008). Da ein physikalisches System immer Energie dissipiert, ist der Begriff “aktiver” Prozeß
irreführend. Zur eindeutigen Definition soll die Bezeichnung “aktiver Verstärkungsmechanismus”
verwendet werden. Dieser Prozeß benötigt Energie, deren Qulle jedoch nicht die akustische Ener-
gie sein kann. Gold selbst vermutete einen elektro-chemischen Prozeß, der durch akustische Sti-
muli moduliert wird (Gold, 1948).
Es konnte gezeigt werden, daß die hauptsächliche Nichtlinearität im mechanoelektrischen Trans-
duktionsprozess (MET) der Stereozilien der Haarsinneszellen liegt (Hudspeth, 1997; LeMasuri-
er und Gillespie, 2005; Ó Maoiléidigh und Jülicher, 2010). Dieser Prozeß wandelt mechanische
Energie in elektrische Energie um, verursacht durch die Auslenkung der Stereozilien und damit
einsetzenden Ionenstrom in das Soma7 der Haarsinneszelle. Das führt zu einer Membranpoten-
tialänderung über die Zellwand und resultiert bei der ÄHZ inei er potentialabhängigen Längen-
änderung des Soma, die als somatische Transduktion bezeichnet wird (EMT) (Brownell et al.,
1985). Da ein Verlust der ÄHZ zum Verlust der Abstimmung und gesteigerter Hörschwelle führt
(Dallos und Harris, 1978; Ryan und Dallos, 1975), kann mit hoher Wahrscheinlichkeit dieser Zelle
der Hauptanteil am Verstärkungsmechanismus zugeschrieben werden. Die ÄHZ sind zylinderför-
mige Zellen mit einer Länge von ca. 15 bis 80µm8 und einem Durchmesser von ca. 10µm, die
in radialer Richtung etwa in der Mitte der BM angeordnet sind(Abb. 1.1.2). Die basolaterale
Wand der Zelle weist dabei drei markante Schichten auf, die als verdeckte Cisternae (sub-surface
cisternae), kortikales Netz (cortical lattice) und Plasmamembran (plasma membrane) bezeichnet
werden (Abb.1.1.3). Während das kortikale Netz durch ein Aktin-Spektrin-Geflecht zu einer ma-
5Es sind auch evoziierte Emissionen möglich, deren Auftreten durch andere, d.h. nichtinstabile, Prozesse erklärt wer-
den können.
6Diese Eigenschaften gehen bei Zerstörung der Cochlea undpost mortemverloren.
7grch. “Körper”
8Kürzere Zellen befinden sich im basalen Bereich, längere daggen sind im Apex der Cochlea lokalisiert.
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teriellen elastischen Orthotropie führt (Tolomeo und Steele, 1995; Tolomeoet al., 1996; Spector
et al., 1998c,b) wird angenommen, daß die innenliegenden Fluidräume sowiedie Lipidschichten
für viskose Effekte verantwortlich sind (Ratnanatheret al., 1996a). Am apikalen Ende wird die
Zelle durch die Kutikularplatte abgeschlossen, auf der sich jeweils ein Stereozilienbündel befin-
det, das selbst durch ein kurzfasriges Aktingeflecht gekennz ichnet ist (Tilney et al., 1980). Die
Viskosität des intrazellulären Fluids konnte bisher nichtdirekt gemessen werden. Es wird ein Wert
vermutet, der 5- bis 6fach höher als der des Wassers ist (Fung, 1993; Liao et al., 2005b).
Zusätzlich zur Fähigkeit der ÄHZ-Wand, Kräfte in das CO einzukoppeln, konnte auch in den
Stereozilienbündeln des Ochsenfrosches (Martin et al., 2003, 2001) und des Aals (Rüsch und
Thurm, 1989, 1990) eine mechanische Kraftgenerierung nachgewiesen werden.Das zeigt, daß im
allgemeinen auch das Stereozilienbündel in der Lage sein kön te, das mechanische Verhalten des
Cortischen Organs zu beeinflussen. Welche mechanische Eigenschaft der ÄHZ letztlich die rele-
vante Rolle einnimmt, ist momentan Kern der Diskussionen (Ashmoreet al., 2010; Ó Maoiléidigh
und Jülicher, 2010; Meaud und Grosh, 2010). Es scheint jedoch, daß die somatische Elektromoti-
lität diesen Platz einnimmt, wie im Experiment an Mäusen mitgenetisch manipulierter Tektorial-
membran festgestellt wurde (Lagardeet al., 2008).
Wie bereits erwähnt, kontraktiert die ÄHZ bei Änderung des Membranpotentials. Hyperpolari-
sation (Erhöhung des Membranpotentials) führt dabei zu einer Verlängerung und Depolarisation
(Verringerung des Membranpotentials) zur Verkürzung der Zlle. Diese Motilität ist neben der
ÄHZ der Meerschweinchencochlea (Brownell et al., 1985) auch bei der Maus (Abe et al., 2007),
der Ratte (Belyantsevaet al., 2000), der Wüstenrennmaus (gerbil) (Heet al., 1994) und dem Men-
schen (Oghalaiet al., 1998) nachgewiesen worden. Geschieht diese Reaktion schnell genug, hat
sie das Potential, die Mechanik der Cochlea zu beeinflussen.Mit Hilfe eines Atomkraftmikroskops
in Verbindung mit einem Laserdoppler-Vibrometer konnte eine Elektromotilität bis in den oberen
kHz-Bereich nachgewiesen werden (Franket al., 1999). In diesem Experiment wurde weiterhin
gezeigt, daß sich eine ÄHZ wie ein überkritisch gedämpftes System zweiter Ordnung verhält. Die
Auslenkung, die die Zelle realisieren kann, beträgt maximal 4 % der Ausgangslänge und bleibt
konstant, wenn das Membranpotential konstant gehalten wird. Dabei weist die ÄHZ in Abhängig-
keit von der Ausgangslänge eine passive Längssteifigkeit von ca. 1− 25 nN/µm auf und verhält
sich bis zu einer Längsdehnung von ca. 5 % linear (Hallworth, 1995). Die Längssteifigkeit ist dabei
vom Membranpotential abhängig (He und Dallos, 1999) und kann durch den osmotischen Druck
verändert werden (Hallworth, 1997). Wird der Zellinnendruck (Turgor) erhöht, verkürzt sich die
Zelle und der Durchmesser erhöht sich. Bei Modellierung derZelle als rotationssymmetrische
Membran (Zylinderformel) kann dieser Effekt nur durch ein anisotropes Materialgesetz erreicht
werden (Tolomeo und Steele, 1995) und ist keine Eigenschaft der Membran per se (Ashmore,
2008).
Die Elektromotilität kann im Sinne der Materialtheorie teilweise als piezoelektrisches Verhalten
aufgefaßt werden. Da die Zelle bei mechanischer Beanspruchung mit einer Membranpotential-
änderung reagiert, kann dieses Phänomen als reziprok bezeichnet werden (Ludwig et al., 2001;
Dong et al., 2002)9. Es gilt zu beachten, daß die ÄHZ nachgiebiger als künstlichhergestellte
piezoelektrische Materialien ist10 und piezoelektrische Kopplungskonstanten aufweist, die vier
9Hier wird speziell das Problem der Reziprozität hervorgehoben. Daß eine Membranpotentialänderung auf Grund
mechanischer Beanspruchung auftritt, wurde schon vorher beobachtet (Gale und Ashmore, 1997).
10Klassische Piezomaterialien wie z.B. PZT (Blei-Zirkonat-Titanat) oder einkristalline PZN-PT (Blei-Zink-Niob-
Titan-Verbindung) weisen einen E-Modul in der Größenordnung von Stahl, d.h. 150 bis 200 GPa, auf. Neuarti-
ge Piezopolymere wie PVDF zeigen jedoch einen E-Modul im Bereich von 2 bis 4 GPa und sind damit in der
Größenordnung von Aktin oder Collagen (siehe Kap.4).
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Größenordnungen über deren liegen (Donget al., 2002).
Das Verständnis über die aktiven Mechanismen der Cochlea erford t ebenso ein genaues Ver-
ständnis der passiven Eigenschaften. Die passiven Eigenschaften werden vielfach durch ein li-
neares zweidimensionales Membranmodell (Iwasa und Chadwick, 1992; Iwasa, 1994; Iwasa und
Adachi, 1997; Iwasa, 2000; Adachi und Iwasa, 1997; Tolomeo und Steele, 1995, 1998) oder ein
Schalenmodell beschrieben (Spectoret al., 1998c,b). Dabei werden die anisotropen Eigenschaften
der basolateralen Wand in Form einer orthotropen Elastizitä berücksichtigt. Teilweise erfolgt die
Modellierung eines inneren und äußeren Fluides (Tolomeo und Steele, 1998; Liao et al., 2005a).
Die Piezoelektrizität findet ebenfalls Beachtung (Iwasa, 2001; Tolomeo und Steele, 1995; Lim
und Li, 2007). Die Dämpfungseigenschaften der Zellwand wurden bisher in nur wenigen Publi-
kationen untersucht (Ehrenstein und Iwasa, 1996; Ratnanatheret al., 1996a; Liao et al., 2005a,b).
Die Ergebnisse dieser Arbeiten zeigen, daß Schubdämpfung die wesentliche dissipierende Größe
ist, es muß jedoch die angewandte Modellierung kritisch hinterfragt werden. In beiden Arbeiten
wird ein zweidimensionales Membranverhalten unterstellt, das prinzipiell keine Schubkomponen-
te aufweist. Ein Zusammenhang mit Schubdeformation kann nur über das spezielle Materialgesetz
eines isotropen Körpers hergestellt werden. Im Falle der (nachgewiesenen) Orthotropie dagegen
sind diese Annahmen gegenstandslos, da die Schubmoduli (und damit auch Schubviskositäten)
unabhängig von den anderen Materialgrößen sind. Detaillierte Ausführungen sind im Kapitel6 zu
finden. Diese offenen Fragen sind Motivation für die vorliegende Arbeit. Ausgehend von konti-
nuumsmechanischen Grundlagen wird ein numerisches Finite-Elemente-Modell der ÄHZ entwi-
ckelt, das in der Lage ist, die elastischen und die viskosen Eigenschaften der basolateralen Wand
geeignet abzubilden. Mit diesem Modell können grundlegende Mechanismen der Zellmechanik
der ÄHZ entschlüsselt werden. Ausgangspunkt für diese Untersuchungen sind Impedanzmessun-
gen an isolierten ÄHZ der Meerschweinchencochlea. Experiment und Ergebnisse daraus werden
im nächsten Unterabschnitt vorgestellt.
1.2. Experimentelle Bestimmung der axialen Impedanz
der äußeren Haarsinneszelle
Wie in der Einleitung postuliert, ist die ÄHZ der Säugetiercochlea inklusive des jeweilig zuge-
hörigen Sterozilienbündels ein Schlüssel zum Verständnises aktiven Verstärkungsmechanismus
der Cochlea. Auf Grund der geometrischen und funktionellenKomplexität der Cochlea und des
Cortischen Organs ist es sinnvoll, das Gesamtsystem in Teilsysteme zu zerlegen und jedes Un-
tersystem für sich zu untersuchen. Diese Strategie kann alseine Art Reduktionmethode im ex-
perimentellen Sinne betrachtet werden, bei der eine Zelle oder Membran detailliert mit dem Ziel
untersucht wird, die Eigenschaften des Gesamtsystems abzuschätzen (Fleischeret al., 2010). In
einer Arbeit, die unter der Leitung von A. W. Gummer an der Sektion für physiologische Akustik
und Kommunikation an der Eberhard Karls Universität Tübingen durchgeführt wurde, sind iso-
lierte ÄHZ der Meerschweinchencochlea mit Hilfe eines magnetisierbaren Atomkraftmikroskops
(Mikrobiegebalken) hinsichtlich ihrer frequenzabhängigen axialen Impedanz untersucht worden.
Der experimentelle Aufbau und die notwendige Auswerteprozedur wurden detailliert inScherer
und Gummer(2004) beschrieben. Dabei wurden Untersuchungen am Cortischen Organ ohne Tek-
torialmembran durchgeführt.
Die für die vorliegende Arbeit gewählte Isolation der ÄHZ erfolgte mechanisch mit Hilfe einer
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Abbildung 1.2.1: Vordeformationszustände im Experiment am
Beispiel einer ca. 25µm langen ÄHZ; Vordeformation in axia-
ler Richtung A) 1µm, B) 3 µm, C) 5 µm. Mittels der auf die
Kutikularplatte einwirkenden AFM-Spitze wird vor der dynami-
schen Messung die Zelle deformiert. Als Gegenhalter wird der
basale Bereich der Zelle an eine Pipette angesaugt. Dabei wird
die Zelle basal leicht verjüngt und ca. 5µm eingesaugt. Unab-
hängig von der applizierten Längsdehnung zeigen die dabei in
der Zellwand auftretenden Deformationen einen nahezu unver-
änderten Krümmungsradius der Zellwand. Weiterhin bleibt der
eingesaugte Bereich konstant und die Lage des Zellkerns unver-
ändert. (Bildquelle: A.W. Gummer, Tübingen)
Eppendorf Pipette11. Die isolierte ÄHZ wurde dann an ihrem basalen Ende in eine Glaspipette
eingesaugt und festgehalten (Abb.1.2.1). Dabei ist der Innendurchmesser der Kapillare ein we-
nig kleiner als der Zellaußendurchmesser, um ein vollständiges Einsaugen zu vermeiden. Sowohl
während der Präparation als auch während den eigentlichen Messungen war das Objekt in Hank-
scher Salzlösung12 gehalten, um unter anderem ein Schwellen auf Grund veränderter osmotischer
Drücke zu verhindern. Alle Experimente wurden bei normalerRaumtemperatur von 20-22 °C und
innerhalb 40 Minuten post mortem durchgeführt (Scherer und Gummer, 2004).
Die ermittelten Meßwerte für die axiale Impedanz der isolierten ÄHZ basieren auf der Analyse
des AFM im Rahmen einer Euler-Bernoulli-Theorie der erzwungen Balkenschwingung in einem
viskosen Fluid. Bevor diese Meßwerte diskutiert werden, soll daher eine theoretische Betrachtung
der erzwungenen Balkenschwingung einerseits im Vakuum undandererseits im viskosen Fluid
unter Beachtung verschiedener Anregungsmodi erfolgen. Dadas frequenzabhängige Verhalten der
ÄHZ nicht explizit gemessen werden kann, sind zur Bestimmung der Zelleigenschaften geeignete
Modellannahmen notwendig.
1.2.1. Erzwungene Balkenschwingung im Vakuum – analytisch e Lösung
Das zur Bestimmung der mechanischen Impedanzen eingesetzte Atomkraftmikroskop (AFM) be-
steht aus einem 225µm langen (l), 30µm breiten (b) und 1µm dicken (h) einseitig eingespannten
Siliziumbalken, der durch eine zusätzliche 50 nm dicke Kobaltbeschichtung permant ferromagne-
tisiert wurde (Abb.1.2.2). Sowohl das statische als auch das dynamische Verhalten ein s nge-
spannten Kragbalkens nach der Euler-Bernoulli Theorie im theoretisch angenommenen Vakuum
sind in einer Vielzahl an Lehrbüchern der Mechanik (u.a. inGrosset al. (2009)) beschrieben.
11Damit wird das extrahierte Cortische Organ eingesaugt und drch Herauspressen der Zellverbund zerlegt.
12Fa. Sigma ergänzt mit 4.1 mM NaHCO3 und 10 mM Hepes buffer, eingestellte Osmolarität 310± 2 mOsm, pH-Wert
7.38± 0.02.
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Abbildung 1.2.2: Prinzipskizze des AFM. (A)
Eingeprägte Streckenlast durch ein Magnetfeld
wie in (Scherer und Gummer, 2004) beschrie-
ben. (B) Einzelkraft an der Spitze zur Ermitt-
lung von Punktimpedanzen. Die geometrischen
Abmaße betragenl = 225µm, b = 30 µm und
h = 1 µm, und die Materialkennwerte sind E-
Modul E = 152 GPa und Dichte̺ = 2.33 g/cm3.
Durch an einer Stirnseite vorgebene Einspan-
nungsrandbedingungen verhält sich das AFM
wie ein Kragbalken. Die resultierende Verschie-
bungw ist dabei eine Funktion der Balkenlängs-
koordinatex.
Deshalb wird an dieser Stelle ohne detaillierte Herleitungnur ein kurzer Überblick über die not-
wendigen Gleichungen gegeben. Die erzwungenen Schwingungen des Balkens mit konstantem
QuerschnittA = b · h können mit der partiellen Differentialgleichung vierter Ordnung im Ortx
und zweiter Ordnung in der Zeitt mit
EI
∂4w(x, t)
∂x4
+ ̺A
∂2w(x, t)
∂t2
= q⋆(x, t) (1.2.1)
beschrieben werden. Weiterhin soll eine Normierung der räumlichen Koordinatex bezüglich der
Längel der Art x̄ = x/l eingeführt werden, woraus
EI
l4
∂4w̄(x̄, t)
∂x̄4
+ ̺A
∂2w̄(x̄, t)
∂t2
= q̄⋆(x̄, t) (1.2.2)
mit x̄ ∈ [0, 1] folgt. Bei harmonischer Anregung kann die Gl. (1 2.2) durch die komplexe Form
EI
l4
∂4w̄(x̄, t)
∂x̄4
+ ̺A
∂2w̄(x̄, t)
∂t2
= q̄⋆(x̄) e jΩt (1.2.3)
ersetzt werden (Wittenburg, 1996), deren Realteil Gl. (1.2.2) entspricht. Damit erhält man
EI
l4
∂4W̄(x̄,Ω)
∂x̄4
−Ω2̺AW̄(x̄,Ω) = Q̄⋆(x̄,Ω) (1.2.4)
mit den geometrischen Randbedingungen
W̄(0,Ω) = 0;
∂W̄(0,Ω)
∂x̄
= 0, (1.2.5)
d.h. eingespannt bei ¯x = 0, sowie den kinetischen Randbedingungen
∂2W̄(1,Ω)
∂2x̄
= 0 ;
∂3W̄(1,Ω)
∂3x̄
= 0 , (1.2.6)
d.h. Momenten- und Querkraftfreiheit an der Position ¯x = 1. I entspricht dem Flächenmoment
zweiter Ordnung zuI = b·h3/12,E einem isotropen E-Modul und̺einer homogenen Dichte. Als
rechte Seite wird eine allgemeine StreckenlastQ̄⋆(x̄,Ω) formuliert. Da diese in der Realität einer
FlächenlastQ̄(x̄,Ω) entspricht, erhält man mit̄Q⋆(x̄,Ω) = Q̄(x̄,Ω) · b die gesuchte Streckenlast
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bei konstanter Breite. Die statische Durchbiegung am freien Balkenende im Falle einer konstan-
ten Flächenlast (Abb.1 2.2A) kann mit W̄(1, 0) = Q̄⋆ l4/(8 · EI) und im Falle einer Punktkraft
(Abb.1.2.2B) mit W̄(1, 0) = Fl3/(3 · EI) angegeben werden. Versuche am AFM bei Belastung
mit einer Punktkraft nachSchereret al. (2000) liefern ein Verhältnis vonF/W̄(l, 0) = 0.1 N/m
und führen damit zu einem isotropen E-Modul vonE = 152 GPa. Die Dichte von Silizium beträgt
2.33 g/cm3. Die Eigenfrequenzen des ungedämpften einseitig eingespannten Balkens im Vakuum
können mit
fi =
a2i
2πl2
√
EI
̺A
mit ai = [1.875, 4.694, 7.855] bzw. [(2i − 1)π/2] für i > 3 (1.2.7)
zu
fi = [25.8, 161.6, 452.3 . . .] kHz (1.2.8)
angeben werden. Neben den Eigenfrequenzen lauten die zugehörigeni-ten Eigenschwingungsfor-
men
Wi(x̄) = cos(ai x̄) − cosh(ai x̄) −
cos(ai) + cosh(ai)
sin(ai) + sinh(ai)
(sin(ai x̄) − sinh(ai x̄)) . (1.2.9)
Die Lösung mit nicht verschwindender rechter Seite erfolgtzweckmäßig mit Hilfe der Eigenfunk-
tionenWi(x̄), d.h.
W̄(x̄,Ω) =
∞∑
i=1
bi Wi(x̄) und Q̄
⋆ =
∞∑
i=1
ci Wi(x̄) . (1.2.10)
Die Koeffizientenci lassen sich mit Hilfe der Orthogonalitätsrelation der Eigenfunktionen zu
ci =
∫ 1
0 Q̄
⋆(x̄) Wi(x̄) dx
∫ 1
0
Wi(x̄) Wi(x̄) dx
. (1.2.11)
bestimmen, wobei auf Grund der Normierung
1∫
0
Wi(x̄) Wj(x̄) dx=



0 wenn i , j
1 wenn i = j
(1.2.12)
gilt. Die bi lassen sich unter Beachtung von
EI
l4
∂4Wi(x̄)
∂x̄4
− (2π fi)2̺A Wi(x̄) = 0 (1.2.13)
zu
bi =
ci
̺A((2π fi)2 −Ω2)
(1.2.14)
mit der i-ten Eigenkreisfrequenzωi = 2π fi und der ErregerkreisfrequenzΩ berechnen.
Bis hierher war noch keine Spezifizierung der aufgebrachtenErregerlastQ̄⋆ notwendig. Des-
halb werden an dieser Stelle wie im oben betrachteten statischen Fall zwei verschiedene Anre-
gungsmodi gesondert betrachtet (siehe Abb.1.2 2):
1. Anregung durch eine orts- und frequenzunabhängige FlächenlastQ̄⋆c
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2. Anregung durch eine frequenzunabhängige EinzelkraftF n der Stelle ¯x = 1.
Im ersten Fall lauten dieci aus (1.2.11)
cQ̄
⋆
c
i = Q̄
⋆
c
1∫
0
Wi(x̄) dx (1.2.15)
und damit die Wegantwort an der Balkenspitze im Vakuum
W̄Q̄
⋆
c
Vakuum(1,Ω) =
∞∑
i=1
Q̄⋆c
∫ 1
0
Wi(x̄) dx
̺A((2π fi )2 −Ω2)
Wi(1) . (1.2.16)
Zur Berechnung der Wegantwort am Balkenende bei Erregung mit einer harmonischen Einzel-
kraft F laut Abb.1.2.2B am selben Ort ¯x = 1 ist es zweckmäßig, die rechte Seite mit Hilfe der
Diracschen Deltafunktion der Art
Q̄⋆F = F δ(x̄− 1) (1.2.17)
anzugeben. Dabei hat der Ausdruckδ(x̄− 1) folgende Eigenschaften:
δ(x̄− 1) = 0 für x̄ , 1 und
∞∫
−∞
δ(x̄− 1) dx̄ = 1 . (1.2.18)
Daraus folgt für eine beliebige Funktionf (x̄)
∞∫
−∞
f (x̄) δ(x̄− 1) dx̄ = f (1) . (1.2.19)
Unter Beachtung der unter Gl. (1.2.9) gegebenen Eigenschwingungsformen lauten die Konstanten
ci in Gl. (1.2.11)
c
Q̄⋆F
i =
1∫
0
Q̄⋆F (x̄) Wi(x̄) dx=
1∫
0
F δ(x̄− 1)Wi(x̄) dx= F ·Wi(1) . (1.2.20)
Daraus resultiert für die Verschiebung an der Balkenspitzeauf Grund einer Punktkraft bei ¯x = 1
W̄
Q̄⋆F
Vakuum(1,Ω) =
∞∑
i=1
F ·Wi(1)
̺A((2π fi )2 −Ω2)
Wi(1) . (1.2.21)
1.2.2. Erzwungene Balkenschwingung im viskosen Fluid – ana lytische Lösung
Erreichen vorhandene Trägheits-, Dämpfungs- und Rückstell räfte eines umgebenden Fluids die
Größenordnung der Kräfte des eingespannten elastischen Balkens, führen die Wechselwirkungs-
kräfte zu einer maßgeblichen Beeinflussung der dynamischenAntwort des Balkens bei beliebiger
Anregung. InSader(1998) ist die analytische Lösung der Schwingungsantwort eines Balkens in
einem viskosen Fluid für den Fall einer konstanten Flächenlast hergeleitet worden. Ausgangspunkt
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ist die bereits eingeführte Gl. (1.2.4)
EI
l4
∂4W̄(x̄,Ω)
∂x̄4
−Ω2̺AW̄(x̄,Ω) = Q̄⋆(x̄,Ω) + Q̄⋆Fluid(x̄,Ω) . (1.2.22)
Wie zu sehen, besteht der Unterschied in der Aufteilung der Anregung in aufgebrachte Flächenlas-
ten Q̄⋆(x̄,Ω) und sich einstellende hydrodynamische FlächenlastenQ̄⋆Fluid(x̄,Ω). Letztere können
mit Hilfe der hydrodynamischen FunktionΓ
Q̄⋆Fluid =
π
4
̺FluidΩ
2b2Γ(Ω)W̄(x,Ω) (1.2.23)
ausgedrückt werden. Setzt man Gl. (1.2.23) in Gl. (1.2.22) ein, erhält man
EI
l4
∂4W̄(x̄,Ω)
∂x̄4
−Ω2
(
̺A+
πb2̺Fluid
4
Γ(Ω)
)
W(x̄,Ω) = Q̄⋆(x̄,Ω). (1.2.24)
Die exakte analytische hydrodynamische FunktionΓ ist für kreisförmige Querschnitte bekannt
und lautet
Γkreis(Ω) = 1+
4 j K1(− j
√
j Re)√
j ReK0(− j
√
j Re)
(1.2.25)
mit der Reynoldszahl Re= ̺Ω b2/(4ηFluid), der dynamischen ViskositätηFluid des Fluids und den
modifizierten BesselfunktionenK0 und K1 der dritten Art (Hankelfunktionen) (Bronsteinet al.,
2001). Über eine KorrekturfunktionΠ mit
ℜ(Π) = (0.91324−0.48274τ+0.46842τ2−0.12886τ3+0.044055τ4−0.0035117τ5+0.00069085τ6)1−0.56964τ+0.48690τ2−0.13444τ3+0.045155τ4−0.0035862τ5+0.00069085τ6
ℑ(Π) = (−0.024134−0.029256τ+0.016294τ2−0.00010961τ3+0.000064577τ4−0.000044510τ5)
1−0.59702τ+0.55182τ2−0.18357τ3+0.079156τ4−0.014369τ5+0.0028361τ6
(1.2.26)
undτ = log10 Re ergibt sich die gesuchte FunktionΓ(Ω) für den Rechteckquerschnitt zu
Γ(Ω) = Π(Ω)Γkreis(Ω). (1.2.27)
Unter der Voraussetzung, daß die unter Gl. (1.2.9) angegebenen Eigenschwingungsformen ihre
Gültigkeit behalten, kann auch hier wieder eine Lösung der Art
W̄(x̄,Ω) =
∞∑
i=1
bi Wi(x̄) und Q̄
⋆ =
∞∑
i=1
ci Wi(x̄) (1.2.28)
angesetzt werden, wobei die Eigenschwingungsformen aus Gl. (1.2.9) als orthonormale Basis die-
nen. Unter Beachtung von Gl. (1.2.13) folgt für die bi nun
bi =
ci
̺A
(
(2π fi)2 −Ω2
(
1+
πb2̺Fluid
4̺A
Γ(Ω)
)) (1.2.29)
mit denci aus Gl. (1.2.11).
Auch in diesem Fall ist zwischen Flächen- und Punktlast zu unterscheiden. Analog zum vorher-
gehenden Abschnitt können nun die Verschiebungen an der Balkenspitze bei Belastung mit einer
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orts- und frequenzunabhängigen FlächenlastQ̄⋆c mit
W̄Q̄
⋆
c
Fluid(1,Ω) =
∞∑
i=1
Q̄⋆c
∫ 1
0
Wi(x̄) dx
̺A
(
(2π fi)2 − Ω2
(
1+
πb2̺Fluid
4̺A
Γ(Ω)
)) Wi(1) (1.2.30)
und für eine Punktlast an der Balkenspitze mit
W̄
Q̄⋆F
Fluid(1,Ω) =
∞∑
i=1
F ·Wi(1)
̺A
(
(2π fi)2 − Ω2
(
1+
πb2̺Fluid
4̺A
Γ(Ω)
)) Wi(1) (1.2.31)
angegeben werden.
Damit stehen für beide Belastungsfälle die analytischen Lösungen bereit. Neben einer im nächs-
ten Abschnitt vorgenommenen Ergebnisauswertung und Interpretation wird diese im Kapitel3
zum Abgleich einer numerischen Lösung im Rahmen einer Finiten-Elemente-Methode genutzt.
Zusätzlich werden an dieser Stelle noch einige Definitioneneingeführt. Die Wegantwort̄W(x̄,Ω)
stellt durch Nutzung der komplexen Form ebenfalls eine komplexe Größe der Form
W̄(x̄,Ω) = ℜ{W̄(x̄,Ω)} + j ℑ{W̄(x̄,Ω)} (1.2.32)
dar. Neben der getrennten Auswertung des Realteilsℜ{W̄(x̄,Ω)} und Imaginärteilsℑ{W̄(x̄,Ω)}
sollen der Amplituden- und Phasenfrequenzgang der Verschiebung zu
|W̄(x̄,Ω)| =
√
ℜ2{W̄(x̄,Ω)} + ℑ2{W̄(x̄,Ω)} (1.2.33)
und
φ(x̄,Ω) = arctan
ℑ{W̄(x̄,Ω)}
ℜ{W̄(x̄,Ω)}
(1.2.34)
definiert werden. Weiterhin ist die Definition mechanischerImpedanzen notwendig, die im Falle
einer eingeprägten Streckenlast
ZQ̄
⋆
c (1,Ω) =
Q̄⋆c · b · l
2πj f · W̄Q̄⋆c (1,Ω)
= ℜ{ZQ̄⋆c (1,Ω)} + j ℑ{ZQ̄⋆c (1,Ω)} (1.2.35)
und im Falle einer eingeprägten Punktkraft an der Balkenspitze
ZQ̄
⋆
F (1,Ω) =
F
2πj f · W̄Q̄⋆F (1,Ω)
= ℜ{ZQ̄⋆F (1,Ω)} + j ℑ{ZQ̄⋆F (1,Ω)} (1.2.36)
lauten und ebenfalls komplexe Größen darstellen.
In der Abb.1.2.3 sind die Verschiebungswerte an der Balkenspitze in Abhängigkeit von Fre-
quenz, Anregungsmodi sowie Umgebung dargestellt. Dabei wird deutlich, daß eine Flächenlast
äquivalenter Amplitude nicht als Punktkraft aufgefaßt werden kann. Die Reaktion auf eine Punkt-
kraft führt zu einer Überhöhung in der Verschiebungsantwort (Abb. 1.2.3A) an der Balkenspit-
ze bis zu etwa dem Doppelten der ersten Resonanzfrequenz13. Im höheren Frequenzbereich er-
13Unter dem Begriff “Resonanzfrequenz” versteht man die lokalen Maxima eines Fr quenzganges. Im ungedämpf-
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Abbildung 1.2.3: Auswertung der Gleichun-
gen (1.2.16), (1.2.21), (1.2.30) und (1.2.31) mit
Q̄⋆c = 1 N/m undF = Q̄
⋆
c · l · b. (A) Beträge
der Verschiebung|W̄(1,Ω)| an der Balkenspit-
ze. Dabei zeigt die Auswertung von Gl. (1.2.21)
(Punktlast, blau) eine deutliche frequenzabhän-
gige Überhöhung gegenüber Gl. (1.2.16) (Flä-
chenlast, magenta) für das AFM in Vakuum.
Das gilt ebenso für das AFM in viskosem Fluid
(ηFluid = 1 mPas) bei Flächenlast (grün) und
äquivalenter Punktkraft (rot). Wie ersichtlich,
führt die Beachtung eines wasserähnlichen Um-
gebungsfluids zur signifikanten Absenkung der
Resonanzfrequenzen (im Falle der ersten Re-
sonanz von 25.8 kHz auf 5.7 kHz) und für
f > 30 kHz zu einer anderen Charakteristik (im
Vakuum tritt diese Charakteristikänderung bei
f > 100 kHz ein). (B) Phasengängeφ(1,Ω) des
Verschiebungswertes. Ab ca. 10 kHz zeigt sich,
daß sich die unterschiedlichen Anregungsmodi
auch im Phasengang durch Einfluß der Fluid-
viskosität wesentlich unterscheiden. (Hinweis:
in (B) liegt die blaue Kurve deckungsgleich mit
der magentafarbenen Kurve)
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Abbildung 1.2.4: Real- und Imaginärteile der
mechanischen Impedanzen für die beiden An-
regungsmodi (Farbcodierung siehe Legende)
in Abhängigkeit von der Umgebung. (A) Re-
alteil der Impedanz: für das AFM in Vaku-
um ist dieser auf Grund nicht vorhandener
Dämpfung immer Null (blau, magenta). In vis-
kosem Fluid (ηFluid = 1 mPa·s) zeigt sich
für beide Anregungen ein leichter Anstieg bis
ca. 12 kHz. Ab dieser Frequenz sind die Ver-
läufe nicht mehr vergleichbar. Während bei
Punktkraftanregung (rot) der Verlauf immer po-
sitiv bleibt, wird er bei Flächenkraftanregung
bei ca. 32 kHz negativ. (B) Imaginärteil der
mechanischen Impedanz: in Abhängigkeit von
der Umgebung zeigen die Imaginärteile einen
Anstieg bis ca. 12 kHz im Fluid (grün, rot)
bzw. ca. 60 kHz im Vakuum. Oberhalb des ers-
ten Nulldurchgangs haben die Verläufe keine
vergleichbaren Charakteristiken. Bei niedrigen
Frequenzen (1 kHz und kleiner) fallen die zuge-
hörigen Werte in Vakuum und Fluid zusammen
(grün+magenta; blau+rot), was auf einen gerin-
gen Einfluß von Fluidviskosität und -masse hin-
weist.
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Abbildung 1.2.5: Korrekturfunktionen zur
Umrechnung zwischen Flächen- und Punkt-
kraftanregung. In (A) ist dabei das Verhältnis
der Realteile der mechanischen Impedanz
bei x̄ = 1 bei Punktkraftanregung und Flä-
chenkraftanregung in viskosem Fluid (rot)
mit ηFluid = 1 mPas dargestellt. Dabei ist in
Grau ein Wertebereich von 0.3750± 0.0375,
was einer Abweichung von±10 % von 3/8
entspricht, hinterlegt. Dabei wird deutlich, daß
die Anwendung einer konstanten, d.h. frequen-
zunabhängigen Korrektur für den Realteil der
Impedanz nur bis ca. 8 kHz gerechtfertigt ist.
Ähnliches zeigt sich im Imaginärteil (B). Hier
ist zusätzlich zum AFM in viskosem Fluid
(rot) noch das Verhältnis für das AFM im
Vakuum (grün) dargestellt. Es ist zu sehen,
daß eine konstante Korrektur bis ca. 12 kHz
(Fluid) bzw. ca. 40 kHz (Vakuum) möglich ist.
Besondere Beachtung muß dabei den Null-
durchgängen gewidmet werden, da hier eine
Division Null/Null zu Unstetigkeiten führt.
Diese müssen gesondert behandelt werden.
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hält man völlig unterschiedliche Amplituden- und Phasenfrquenzgänge. Die gleiche Problema-
tik ist ebenfalls in den Real- und Imaginärteilen der mechanischen Impedanzen laut Abb.1 2.4
zu sehen. Es stellt sich daher die Frage, in welchem Verhältnis jeweils die Real- bzw. Imagi-
närteile der mechanischen Impedanz bei unterschiedlichenLastfällen, aber gleicher Umgebung
liegen. In Abb.1.2.5sind die Verhältniswerte aufgetragen. Grau hinterlegt istdabei ein Wert von
0.3750± 0.0375, was dem Verhältnis im statischen Fall (Ω = 0 s−1) dem Wert 3/8 und einer To-
leranz von 10 % entspricht. Es ist anzumerken, daß eine frequenzabhängige Überhöhung bis zum
Doppelten der ersten Resonanz in guter Näherung mit einem Faktor von 8/3 angegeben werden
kann. Es zeigt sich, daß diese Überlegungen am AFM unabhängig von der jeweiligen Umgebung
(Fluid, Vakuum) und damit grundsätzlicher Natur sind. Mit Abb.1.2.5steht somit eine Korrektur-
funktion zur Verfügung, die in Abhängigkeit von AFM-Geometri und Umgebungfeldern auf die
im nächsten Abschnitt vorgestellten Meßwerte angewendet werden kann.
1.2.3. Diskussion der Meßergebnisse
Wie bereits erwähnt, befindet sich das AFM permanent in Salzlösung mit einer dynamischen Vis-
kosität von ca. 1 mPa·s (Baumgart und Grundmann, 2007), was im theoretisch angenommenen
Freifeld zu Verringerung der Eigenfrequenzen führt. Nach der vorgestellten analytischen Abschät-
ten Fall fallen diese mit den Eigenfrequenzen des Systems zusammen. Dabei weist das Maximum eine unendlich
große Amplitude auf. Durch Formulierung einer Dämpfung nimmt die Amplitude bei der Resonanzfrequenz end-
liche Werte an. Dabei fallen Eigenkreisfrequenzen des gedämpften Systems und Resonanzfrequenzen nicht mehr
zusammen.
1.2. Experimentelle Bestimmung der axialen Impedanz
der äußeren Haarsinneszelle
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Abbildung 1.2.6: Gemessene Verschiebung
W̄(1,Ω) der AFM-Spitze. (A) Betrag|W̄(1,Ω)|
(siehe (1.2.33)) der Wegamplitude über der
Frequenz für zwei verschiedene Experimen-
te. Ein Kalibrationsversuch nahe der ÄHZ
(rote Kurve) ermöglicht die Abschätzung des
Fluideinflusses auf das AFM, das durch die
Zellnähe (Abstand ca. 13µm) lokal beeinflußt
wird. Im nächsten Schritt wird die Zelle in
Längsrichtung durch das AFM statisch vorde-
formiert (6µm – grüne Kurve) und wiederholt
die Wegamplitude bestimmt. Es sind deutlich
zwei Resonanzstellen (bei ca. 5 kHz und
35 kHz) sowie eine Antiresonanz (≈ 23 kHz)
zu beobachten. Zusätzlich sind theoretisch
ermittelte Resonanzstellen nachSader(1998)
mit R1= 5.7 kHz und R2= 41.5 kHz markiert,
die eine sehr gute Übereinstimmung mit den
experimentellen Daten zeigen. In (B) sind
für beide Untersuchungen die zugehörigen
Phasengängeφ(1,Ω) (siehe Gl. (1.2.34))
dargestellt.
zung nachSader(1998) erhält man die Werte von 5.7 und 41.5 kHz. Es ist ersichtlich, daß die
erste Eigenfrequenz im viskosen Fluid nur noch ein Fünftel der im Vakuum auftretenden beträgt.
In Abb.1.2.6 sind die gemessenen Verschiebungen an der Balkenspitze beiErregung mit einer
Flächenlast durch ein Magnetfeld sowie die theoretisch ermittelten Werte dargestellt. Die Anre-
gung erfolgt dabei über eine Spule über einen Frequenzbereich f von 0.1 bis 45 kHz mit nicht-
äquidistanter Frequenzauflösung. Im Meßbereich können zwei Resonanzstellen vermerkt werden,
die sehr gut mit den berechneten Werten übereinstimmen. DieGrößenordnung der Amplituden
liegt dabei im Bereich bis ca. 10 kHz im Nanometerbereich. Oberhalb von 10 kHz sinken die
Verschiebungswerte um bis zu zwei Größenordnungen, so daß hier das Signal-Rausch-Verhältnis
deutlich schlechter wird. Die Amplituden liegen um mehr alsdrei Größenordnungen unter den
geometrischen Abmaßen der ÄHZ, was die Annahme einer lineare Theorie rechtfertigt (siehe
Kapitel 2). Die Messung selbst erfolgt in zwei Schritten. Zur Kalibration wird im ersten Schritt
das AFM allein im Fluid erregt und mit Hilfe eines Laser-Doppler-Vibrometers die Auslenkung
an der Spitze gemessen (Scherer und Gummer, 2004). Im zweiten Schritt wird das AFM mit sei-
ner Spitze in Kontakt mit der Kutikularplatte der ÄHZ gebracht und damit der Verbund aus AFM
und ÄHZ untersucht. Im zweiten Schritt wurde zusätzlich derEinfluß einer statischen Vordefor-
mation in Zellängsrichtung mit berücksichtigt, die in mehrren Stufen variiert wurde (Abb.1 2.1).
Mit Hilfe der Kalibrationsmessung und der Theorie nachSader(1998) ist es möglich, die me-
chanischen Eigenschaften in Form von mechanischen axialenImpedanzen der isolierten ÄHZ zu
extrahieren, d.h. frei vom umgebenden Fluid und des AFM (Scherer und Gummer, 2004). Eine
aufgebrachte Flächenlast durch das magnetische Feld wird von Scherer und Gummer(2004) über
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Abbildung 1.2.7: Impedanzkurven isolierter
ÄHZ mit steigender Vordeformation (fünf Zel-
len, 20 bis 30µm Länge). (A) Realteil der axia-
len Impedanz; mit steigender Vordeformation
steigen auch die Werte vonℜ{Za}, während der
qualitative Verlauf, d.h. Abfall mit (ungefähr)
dem Reziproken der Frequenz, erhalten bleibt.
(B) Imaginärteil der axialen Impedanz; hier sin-
ken die Absolutwerte mit steigender Vordefor-
mation. Der qualitative Verlauf bleibt auch hier
von der Vordeformation unberührt, d.h.ℑ{Za}
steigt mit dem negativen Reziprokwert der Fre-
quenz. Wie an den Absolutfehlerbalken zu se-
hen, zeigen die Messungen eine relativ hohe
Streuung. Die errechneten Mittelwerte bieten
damit eher einen Anhaltswert. Auf Grund der
geringen Anzahl auswertbarer Zellen (n=5) be-
sitzt dieser keine statistische Aussagekraft.
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eine Normierung der Art
F = Q̄⋆c · l · b (1.2.37)
korrekterweise als Kraft pro Einheitslänge bezeichnet (exakt Linienlast pro Einheitslänge), je-
doch letztlich als eine äquivalente Punktlast aufgefaßt (Schereret al., 2000; Scherer und Gummer,
2004). Obengenannte Überlegungen zeigen jedoch, daß die Auffass ng eines mehrdimensionalen
Schwingungssystems als ein Einfreiheitsgradsystem mit Schwierigkeiten verbunden ist, die mit
Abstrichen in der Ergebnisgenauigkeit einhergehen. Der vorhergehende Absatz hat dabei einen
Einblick in die Problematik unterschiedlicher Anregungsmodi gegeben und motiviert die Einfüh-
rung einer Korrekturfunktion14 nach Abb.1.2.5.
Angeregt durch eine über die AFM-Spitze auf den Mittelpunkta der Kutikularplatte applizierte
PunktkraftFa ist eine von den spezifischen Zelleigenschaften abhängige frequenzabhängige Reak-
tion zu erwarten. Da sich während dieser Versuche das Membranpotential ungehindert einstellen
kann, ist anzunehmen, daß die Meßwerte durch die Trägheitskräfte, die Materialeigenschaften und
die Geometrie maßgeblich beeinflußt werden. Die Ergebnissevon fünf analysierten Zellen sind in
Abb. 1.2.7bzw. korrigiert in Abb.1.2.8dargestellt. Es sind jeweils der Realteilℜ{Za} und der
Imaginärteilℑ{Za} der axialen ImpedanzZa getrennt voneinander abgebildet. Die axiale Impedanz
ist dabei definiert als das Verhältnis von eingeprägter axialer Kraft Fa (durch die AFM-Spitze) zu
14Eine Einzelkraft an der Balkenspitze stellt letztlich das eigentliche Ziel dar. Die inSchereret al. (2000) genutzte
Anregung mit einem lokalen elektrischen Feld würde auf Grund der Elektromotilität der ÄHZ zu verfälschten
Ergebnissen führen. Dabei geht es nicht darum, eine Flächenlast durch eine Einzelkraft und ein Einzelmoment
an der Balkenspitze darzustellen, sondern direkt beide Anrgungen miteinander zu vergleichen und ineinander zu
transformieren.
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Abbildung 1.2.8: Impedanzkurven nach
Abb. 1.2.7; korrigiert mit frequenzabhängiger
Funktion nach Abb.1.2.5. (A) und (B) sind
dabei analog zu Abb.1.2.7. Auf Grund der
Charakteristik der Korrekturfunktionen bleiben
die qualitativen Aussagen zur axialen Impe-
danz bestehen. Im Gegensatz zu Abb.1.2.5
sind die Beträgeℜ{Za} undℑ{Za} kleiner. Es
zeigt sich wiederholt, daß die Werte nur bis ca.
10 kHz verwertbar sind.
gemessener Geschwindigkeit an derselben Positionva. Da beide Größen physikalisch gesehen
Vektoren sind, stellt das Verhältnis eine Division von Vektor omponenten der gleichen Richtung
dar.Za ist somit definiert zu
Za =
Fa
va
. (1.2.38)
Wie in beiden Abb.1.2.7und Abb.1.2.8zu sehen, sind sowohlℜ{Za} als auchℑ{Za} Funktionen
der Erregerfrequenz. Währendℜ{Za} immer positiv ist, mit steigender Frequenz fällt und gegen
einen kleinen Wert> 0 strebt, bleibtℑ{Za} im Meßbereich bis ca. 10 kHz immer negativ bzw. geht
asymptotisch gegen 0 Ns/m. Diese Charakteristiken bleiben prinzipiell für unterschiedliche Vor-
deformationen erhalten. Es kann jedoch festgestellt werden, daß eine steigende Vordeformationen
zu einer frequenzabhängigen Verschiebung∼ 1/ f in Richtung höhererℜ{Za} bzw. niedrigerer
ℑ{Za} ∼ (−1/ f ) führt (Eckrich et al., 2008). Die korrigierten Werte nach Abb.1.2.8, die aus der
korrekten Anregungslast resultieren, zeigen, daß ab 10 kHzdie Kurvenverläufe ihre Charakteristik
verändern. Nach Abb.1.2.6ist zu sehen, daß bei ca. 20 kHz eine Antiresonanz (Schwingungskno-
ten) auftritt, bei der trotz eingeprägter Energie nur sehr kleine Verschiebungen der Größenordnung
0.1 nm auftreten. Damit sind in diesem Bereich die Meßwerte nicht vertrauenswürdig, da u.U.
durch zu starkes Rauschen eine Linearität zwischen Eingangs- u d Ausgangssignal nicht gewähr-
leistet ist. Die oberhalb 20 kHz liegenden Meßwerte sind vermutlich durch Resonanzeigenschaften
des AFM-ÄHZ-Systems dominiert. So folgt bei ca. 40 kHz die zweite Resonanz des AFM im vis-
kosen Fluid. Wie im Kapitel5 dargestellt, könnten auch Resonanzeigenschaften der ÄHZ selbst
eine Rolle spielen, bzw. der Kontakt (mechanische Verbindung) zwischen AFM und ÄHZ ist nicht
mehr sichergestellt. Die Impedanz eines einfachen Ersatzmodells in Form eines viskoelastischen
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Kelvin-Voigt-Körpers15 ohne Berücksichtigung der Trägheit kann mit
Zv = bv − j
kv
2π f
(1.2.39)
angegeben werden. Wegen der experimentell gefundenen Frequenzabhängigkeit vonℜ{Za} führt
dies zu dem Ergebnis, daß die Dämpfung, die allein denℜ{Za} ausmacht, selbst eine Frequenz-
abhängigkeit aufweisen müßte (Eckrichet al., 2008). Der funktionelle Zusammenhang des Imagi-
närteils mit f könnteℑ{Za} geeignet approximieren, führt aber zwangsläufig zu der Annahme, daß
ℑ{Za} allein durchkv und damit aus der Steifigkeit bestimmt wird. Damit einhergehende maßgeb-
liche Kritikpunkte an der getroffenen Modellbildung können folgendermaßen zusammengefaßt
werden:
1. Rheologisches Modell ist ein Materialmodell, das einen Zusammenhang zwischen mecha-
nischen Spannungen und Verzerrungen liefertohneBerücksichtigung einer individuellen
Geometrie (Nowacki, 1965),
2. die dreidimensionale Zellgeometrie inklusive der anatomischen Trennung zwischen Zell-
wand und intrazellulärem Fluid findet keine Berücksichtigun ,
3. ein zu erwartendes dreidimensionales Deformationsverhalt n (lokal und global) kann nicht
abgebildet werden, so daß
4. eine Argumentation bezüglich Steifigkeit und Dämpfung nicht zielführend und zulässig ist
bzw.
5. über zugrundeliegende Mechanismen und wirkliche Materileigenschaften keine Aussagen
gemacht werden können.
Diese Überlegungen sind Anlaß, ein Modell der isolierten ÄHZ zu entwickeln, das auf material-
theoretischen Prinzipien beruht und die bekannte Geometrie und Anatomie einbezieht. Bei Ab-
gleich mit den experimentell ermittelten Daten sind dann eie Extrapolation auf Frequenzbereiche
über 10 kHz sowie numerische Experimente mit unterschiedlichen – funktionsrelevanten – Rand-
bedingungen und Anregungsmustern denkbar.
Da die realen Experimente an dreidimensionalen Objekten erfolg n, ist eine Modellierung mit
einer 3D-Theorie unumgänglich. Das beeinhaltet die Beachtung von drei Gleichungsgruppen, die
die Geometrie und Kinematik, die Bilanzen sowie das Material berücksichtigen. Eine Reduktion
oder Transformation auf ein niedrigdimensionales Problemist prinzipiell immer zulässig. Dies
führt auf weniger bzw. andere Gleichungsgruppen und ist unter Umständen widerspruchsbehaftet.
Ziel der vorliegenden Arbeit ist daher, mit Hilfe einer Finite-Elemente-Methode ein durch parti-
elle Differentialgleichungen gegebenes Feldproblem in 3D numerisch zu lösen. Damit ist es mög-
lich, ein Finite-Elemente-Modell der ÄHZ zu erstellen, dasdie genannten Prinzipien und For-
derungen erfüllt und die obengenannten Einschränkungen bezüglich der Ergebnisinterpretation
umgeht. Dabei gliedert sich diese Arbeit in folgende Kapitel. In Kapitel 2 werden kontinuums-
mechanische Methoden vorgestellt und deren Anwendung auf das formulierte Problem überprüft.
Nach Festlegung des zu lösenden mathematischen Feldproblems wird in Kapitel3 eine Finite-
Elemente-Methode vorgestellt und zur Kontrolle auf das AFM-Experiment angewendet. In Kapi-
tel 4 wird das Finite-Elemente-Modell der ÄHZ bezüglich der Geomtrie sowie der bekannten und
zu ermittelnden Materialparameter beschrieben. Schließlich werden in Kapitel5 die Ergebnisse
vorgestellt und in Kapitel6 diskutiert und interpretiert, bevor in Kapitel7 eine Zusammenfassung
und ein Ausblick auf zukünftige Fragestellungen gegeben wird.
15Ein in der Rheologie eingeführtes Materialmodell in Form einer Parallelschaltung einer linearen Federkv mit einem
viskosen Dämpfungselementbv.
Kapitel 2
Kontinuumsmechanische Grundlagen
Die Modellierung des Systems äußere Haarsinneszelle, bestehend aus festen und flüssigen Kom-
ponenten, erfolgt in dieser Arbeit – basierend auf den Darstellungen in den Arbeiten vonKästner
(2009) und Schröder(2000) – im Rahmen der Kontinuumstheorie. Alle physikalischen Prozesse
werden durch Feldgrößen beschrieben, die, innerhalb einerKomponente, differenzierbare Funktio-
nen von Ort und Zeit sind. Der innere Aufbau innerhalb einer Komponente bleibt unberücksichtigt,
d.h. das Kontinuum wird als makroskopisch homogen betrachtet. Ausgangspunkt ist der materielle
KörperK und dessen Bewegung unter dem Einfluß äußerer Lasten.K besitzt die Dichte̺ , das
VolumenV und die OberflächeO.
2.1. Grundgleichungen der Kontinuumsmechanik
Zur Beschreibung des kontinuumsmechanischen Verhaltens sind drei Gruppen von Grundglei-
chungen notwendig. Die Starrkörperbewegung sowie die Deformation werden durch dieKinema-
tik beschrieben. DieBilanzgleichungenzeigen den Zusammenhang zwischen angreifenden Belas-
tungen und eintretenden mechanischen Spannungen. Die Stoff igenschaften vermitteln den Zu-
sammenhang zwischen mechanischen Spannungen und Verzerrungen nd werden mit Hilfe von
Materialgleichungenerfaßt.
2.1.1. Kinematik
Der KörperK befindet sich zunächst im undeformierten Ausgangszustand.Dabei kann jedem
Teilchen oder PunktP ein OrtsvektorX zugeordnet werden. Die KoordinatenXi von X bezeichnet
man dabei alsmaterielleKoordinaten. Bei einer Deformation vonK erfahren alle PunkteP eine
Verschiebungu und befinden sich dann zur Zeitt am Ort x. Die Koordinatenxi von x heißen
Raumkoordinaten1. Damit gilt:
x(t) − X(t) = u(t) (2.1.1)
1Die Forderung, daß beide Basissysteme identisch sind, d.h.über den gleichen Satz Basisvektoren verfügen, ist dabei
nicht notwendigerweise zu erfüllen. Die Wahl geeigneter Koordinatensysteme für den undeformierten und den de-
formierten Zustand ist in manchen Fällen von Vorteil. Ein typisches Beispiel ist die Deformation eines rechteckigen
Blocks in einen Kreiszylinder. Hier ist die Einführung kartesischer Koordinaten für den Referenzzustand und zylin-
drischer Koordinaten für den Momentanzustand hilfreich (Eringen, 1980). In dieser Arbeit wird jedoch von dieser
Verallgemeinerung abgesehen und von identischen Basissystemen ausgegangen.
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Die Beschreibung der Positionsänderung kann auf zwei verschi dene Arten erfolgen. In der La-
grangeschen Betrachtungsweise wird die Bewegung eines materiellen Teilchens als Funktion von
X beschrieben. Damit sind sein Ort und seine Verschiebung gegeben durch
x = x(X, t), bzw. u = u(X, t). (2.1.2)
In der Eulerschen Betrachtungsweise wird dagegen der Zustand als Funktion vonx beschrieben,
d.h.
X = X(x, t), bzw. u = u(x, t). (2.1.3)
Während in der Strömungsmechanik die Eulersche Beschreibung Anwendung findet, hat sich in
der Elastomechanik endlicher Deformationen im allgemeinen di Lagrangesche Betrachtungswei-
se durchgesetzt. Bei der Behandlung von Fluid-Struktur-Interaktionen haben sich weiterhin auch
hybride, d.h. ‘Arbitrary Lagrangean Eulerian‘-Verfahren(ALE), etabliert. Eine Übersicht ist dazu
u.a. inWall (1999) zu finden.
Damit die Umkehrfunktionen Gl. (2.1.3) existieren, muß gelten:
det
(
∂x
∂X
)
, 0, bzw. det
(
∂X
∂x
)
, 0, (2.1.4)
wobei per Definition∂x/∂X = F der makroskopische DeformationsgradientF ist, der eine Verbin-
dung zwischen AusgangskonfigurationX und Momentankonfigurationx darstellt. Dabei enthält
F sowohl eine Drehung als auch eine Streckung beim Übergang voeinem materiellen Lini-
enelementdX auf dx. Die Forderungdet(F) , 0 resultiert auch aus der Forderung der Undurch-
dringlichkeit der Materie, d.h. an einem Raumpunkt können sich nicht zwei materielle Teilchen
gleichzeitig befinden.
Die Verformung des KörpersK ist eindeutig durch sein Verschiebungsfeld festgelegt. Damit
müssen alle Deformations- und Verzerrungsmaße aus der Verschi bung berechenbar sein. Ein ma-
terielles Linienelement soll im undeformierten Zustand mit dX und im deformierten Zustand mit
dx beschrieben werden. Die Verschiebungsdifferenzdu lautet demnach
dx − dX = du . (2.1.5)
Damit erhält man den Zusammenhang zwischen Deformationsgradient und Verschiebungen zu
F = δ +
∂u
∂X
= δ + HL bzw. F−1 = δ − ∂u
∂x
= δ − HE .2 (2.1.6)
Unter zuhilfenahme des Nablaoperators∇ können die VerschiebungsgradientenHL und HE in
Lagrangescher und Eulerscher Betrachtungsweise in Gl. (2.1.6) auch als
HL = ∇Xu bzw. H
E = ∇xu (2.1.7)
ausgedrückt werden3. Auch durchdu und folglich durchHL bzw.HE werden die Längenänderung
(Streckung) und die Drehung eines Linienelements beschrieben. Mit HL und HE stehen damit
Verzerrungsmaße zur Verfügung, die den Deformationszustand eindeutig charakterisieren.
2δ entspricht dem Kroneckersymbol oder Deltatensor
3Der Gradient eines Tensorfeldes wird in dieser Arbeit konsequent als∇(. . .) geschrieben. Dabei bedeuten die Indizes
x bzw. X die Ableitungen nach den Raum- bzw. materiellen Koordinate.
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Die Verschiebungen in Gl. (2.1.2) sind explizit als Funktion der materiellen KoordinatenX
ausgedrückt. Sie können jedoch auch in der impliziten Formu = u(x(X), t) dargestellt werden.
Damit erhält man fürHL und Anwendung der Kettenregel
HL =
∂u
∂x
· ∂x
∂X
= ∇xu · F = ∇xu ·
(
δ + ∇Xu
)
. (2.1.8)
Die dynamischen Verschiebungen in den im Kapitel1.2 vorgestellten Impedanzmessungen an
isolierten ÄHZ sind sehr klein im Vergleich zu den geometrischen Dimensionen der ÄHZ. Führt
man für die geometrischen Dimensionen eine charakteristische Längelc ein, ist das Verhältnis
des Betrages der Verschiebung und dieser Länge|u(X,t)|lc ≪ 1. Damit muß nicht mehr zwischen
materiellen und Raumkoordinaten unterschieden werden, was bedeutet, daß die Verschiebungen
u als Funktionenu(x, t) der Raumkoordinaten und der Zeit betrachtet werden können. Fer er soll
eine Beschränkung auf kleine Deformationen und Rotationenerfolgen, d.h.∇xu · ∇Xu ≪ ∇xu.
Dies führt auf einen linearisierten Verschiebungsgradienten HL, so daß gilt:
HL = ∇xu = H
E = ∇u = H. (2.1.9)
Es ist zweckmäßig,H in zwei Anteile zu zerlegen
H =
1
2
(
∇u + (∇u)T
)
︸              ︷︷              ︸
ε
+
1
2
(
∇u − (∇u)T
)
︸              ︷︷              ︸
ω
. (2.1.10)
Der zweite Anteilω ist antisymmetrisch und wird als infinitesimaler Drehtensor bezeichnet. Da
Drehungen keine Verzerrungen bewirken, werden auch keine Spannungen hervorgerufen. Dement-
sprechend tauchtω in den Materialgleichungen (siehe Kap.2.1.3) nicht auf und wird nicht weiter
betrachtet. Der Anteilε ist symmetrisch und wird als infinitesimaler Verzerrungsten or bezeichnet.
Damit können die linearisierten Verschiebungs-Verzerrungsbeziehungen als
ε = 12
(
∇u + (∇u)T
)
(2.1.11)
geschrieben werden, die in dieser Arbeit Verwendung finden.Es sei angemerkt, daß die Defi-
nition eines Verzerrungstensors auf Basis des Verschiebungsgradienten für große, aber endliche
Deformationen nicht immer zweckmäßig ist. Im AnhangA sind zur Erläuterung zwei Beispie-
le zu finden. In Beispiel A1 wird in Abhängigkeit eines definierten Schubdeformationszustandes
beim Übergang auf kleine Deformationen die IdentitätHL = HE nach Gl. (2.1.9) nachgewiesen,
woraus direkt aus dem Verschiebungsgradienten der infinitesimale Verzerrungsgradient folgt. Im
zweiten Beispiel (A2) wird gezeigt, daß trotz großer DeformationenHL = HE gelten kann und
welche Probleme u.U. damit verbunden sind.
An dieser Stelle ist explizit zu erwähnen, daß die vorgenommene Linearisierung rein kinema-
tischer Natur und völlig unabhängig von eventuellen Materil igenschaften ist. Das heißt ferner,
daß trotz kinematischer Linearisierung ein nichtlinearesMaterialverhalten auftreten kann bzw.
zulässig ist. Dazu sei auf die ausführlichen Erörterungen im Kap.2.1.3hingewiesen.
2.1.2. Bilanzgleichungen
Zur Beschreibung des mechanischen Feldproblems sind nebend r Massebilanz, dem Impuls- und
Drehimpulssatz auch die Bilanz der totalen Energie und der Entropie allgemein akzeptierte und
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universelle, d.h. allgemeingültige Prinzipien. Es sei angemerkt, daß die Entropiebilanz keine Er-
haltungsgröße darstellt, sondern direkt aus der Impulsbilanz resultiert (Schröder, 2000). Die Masse
des KörperK ist definiert durch
m=
∫
V
̺ dV. (2.1.12)
In dieser Arbeit soll vorausgesetzt werden, daß es keinen Masseaustausch an der OberflächeO
sowie keine Massesenken oder -quellen gibt. Damit ist die zeitliche Ableitung ṁ = 0, d.h. die
Masse desmateriellenVolumens ist konstant, was wiederum die triviale Aussage
˙̺ = 0 (2.1.13)
liefert4. Dabei wird vorausgesetzt, daß sich das der physikalischenGröße Dichte̺ zugeordnete
materielle Teilchen nicht ändert5.
Der KörperK kann durch den dichtebezogenen Volumenkraftvektorf sowie durch eine Ober-
flächenlastt belastet werden. Durch die globale Impulsbilanz
d
dt
∫
V
̺ u̇ dV =
∫
O
t dA+
∫
V
f dV (2.1.14)
wird ausgedrückt, daß die zeitliche Änderung des Impulses gleich der Summe aller einwirkenden
Kräfte ist. Bei Einführung des linearen Zusammenhangs zwischent und dem Cauchy-Spannungs-
tensorσ6 zu
t = σT · n ∀ x ∈ V (2.1.15)
mit Hilfe des nach außen gerichteten Normaleneinheitsvektors n, folgt
d
dt
∫
V
̺ u̇ dV =
∫
O
σT · n dA+
∫
V
f dV. (2.1.16)
Unter Nutzung des verallgemeinerten Gaußschen Satzes7 für zweistufige Tensorfelder (Ogden,
1997)
∫
O
σT · n dA=
∫
V
∇ · σT dV (2.1.17)
und unter der Voraussetzung, daß die Forderung bezüglich Stetigkeit und Gültigkeit für alle Kom-
ponenten erfüllt ist sowie der Ausführung der partiellen Zeitableitung lautet die lokale Impulsbi-
lanz
̺ ü = ∇ · σT + f ∀ x ∈ V . (2.1.18)
Wie bereits einleitend erwähnt, wird der kinetische Zustand vonK nicht nur durch die globale
4Da kleine Verschiebungen vorausgesetzt werden, sind die sog nannten konvektiven Terme in der Eulerschen Be-
trachtungsweise sehr klein, d.h. die materielle Zeitableitung (Betten, 2001) geht in die partielle Zeitableitung über
und entspricht damit der zeitlichen Ableitung einer physikalischen Größe in der Lagrangeschen Betrachtungsweise.
5Wenn von zeitlich veränderlichen Gebietsrändern ausgegangen werden soll, ist, ohne auf Details einzugehen, das
Reynoldsche Transporttheorem zu beachten.
6Die Einführung des transponierten Spannungstensors hängtmit der traditionellen Indizierung der Schnittflächen
(erster Index) und Schnittkraft (zweiter Index) zusammen.
7
∇ · (. . .) soll immer die Divergenz des Tensorfeldes bedeuten.
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Impulsbilanz beschrieben. Eine weitere Größe stellt die Drhimpulsbilanz dar. Dabei wird die
Momentenwirkung obengenannter Belastungen bezüglich eines beliebigen FixpunktesP mit dem
OrtsvektorxP analysiert. Für die globale Drehimpulsbilanz ohne Momentendichten folgt:
d
dt
∫
V
(x − xP) × ̺u̇ dV =
∫
O
(x − xP) × t dA+
∫
V
(x − xP) × f dV. (2.1.19)
Ausführung der partiellen Zeitableitung und Einbeziehungder Rechenregel
a × b = (ǫ · b) · a = −(ǫ · a) · b (2.1.20)
unter Nutzung des Permutationstensorsǫ dritter Stufe (Schade und Neemann, 2006) und der be-
liebigen Vektorena und b führt auf
−
∫
V
(ǫ · (x − xP)) · ̺ü dV = −
∫
O
(ǫ · (x − xP)) · t dA−
∫
V
(ǫ · (x − xP)) · f dV. (2.1.21)
Das Oberflächenintegral kann mit Hilfe von Gl. (2 1.15) und des Gaußschen Integralsatzes Gl. (2.1.17)
in
∫
O
(ǫ · (x − xP)) · σT · n dA=
∫
V
∇ ·
[
(ǫ · (x − xP)) · σT
]
dV
=
∫
V
ǫ :
[
(∇(x − xP)) · σT + (x − xP)(∇ · σT)
]
dV
=
∫
V
[
ǫ : (δ · σT) + (ǫ · (x − xP)) · (∇ · σT)
]
dV
(2.1.22)
umgeformt werden. Damit lautet die globale Form des Drehimpulserhaltungssatzes
∫
V
(ǫ · (x − xP)) · (̺ü − ∇ · σT − f
︸               ︷︷               ︸
= 0
) dV =
∫
V
ǫ : (δ · σT) dV. (2.1.23)
Infolge Gl. (2.1.18) verschwindet das linke Integral. Damit liefert die Drehimpulsbilanz in der
lokalen Form die Aussage
ǫ : (δ · σT) = ǫ : σT = 0 ∀ x ∈ V, (2.1.24)
woraus direkt die Symmetriebedingung des Spannungstensors folgt, d.h.
σ = σT . (2.1.25)
Es ist zu bemerken, daß weder Gl. (2 1.14) noch Gl. (2.1.19) objektiv sind (Ogden, 1997). Wei-
terhin ist die Symmetrieeigenschaft des Spannungstensorsbei sogenannten polaren Medien nicht
vorhanden. Diese Medien zeichnen sich nicht nur durch Volumenkräfte, sondern auch durch Vo-
lumenmomente aus.
Die Energieerhaltung sagt aus, daß die materielle Zeitableung der totalen EnergieT gleich der
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Summe der totalen mechanischen LeistungẆ und der thermischen LeistunġQ ist. Dabei setzt
sichT aus der kinetischen EnergieK
K =
1
2
∫
V
̺ u̇ · u̇ dV (2.1.26)
und der inneren EnergieU
U =
∫
V
u̺ dV (2.1.27)
mit der dabei auftretenden Energiedichteu (skalares Feld) zusammen8. Die totale mechanische
Leistung der äußeren Kräfte ist definiert zu
Ẇ =
∫
V
f · u̇ dV+
∫
O
t · u̇ dA (2.1.28)
und die totale thermische Leistung zu
Q̇ =
∫
V
r̺ dV−
∫
O
q · n dA (2.1.29)
mit der spezifischen Wärmezufuhrr und dem spezifischen Wärmestromvektorq durch die Ober-
flächeO. Für einen abgeschlossenen Bereich des Kontinuums gilt damit der 1. Hauptsatz der
Thermodynamik (Energieerhaltungssatz) in seiner globalen Form zu
Ṫ = U̇ + K̇ = Ẇ+ Q̇ (2.1.30)
bzw. ∫
V
̺ (u̇+ ü · u̇) dV =
∫
V
( f · u̇ + ̺r) dV+
∫
O
(t · u̇ − q · n) dA. (2.1.31)
Die Anwendung des Gaußschen Integralsatzes auf das Oberfläch nintegral unter Beachtung von
Gln. (2.1.11), (2.1.15), (2.1.18) und (2.1.25), der Gültigkeit des Kommutativgesetzes des Skalar-
produktes für Vektoren und der Rechenregel
∇ · (u̇ · σ) = σ : (∇u̇) + u̇ · (∇ · σ), 9 (2.1.32)
(Schröder, 2000) führt zur lokalen Form
̺u̇+ (̺ü − f − ∇ · σ)
︸              ︷︷              ︸
= 0
·u̇ = ̺r + σ : ε̇ − ∇ · q, (2.1.33)
d.h.
̺u̇ = ̺r + σ : ε̇ − ∇ · q . (2.1.34)
8im Falle des mechanischen Feldproblems ist die Energiedichte eine Funktion der Verzerrungen und der Spannungen,
d.h.u = 12̺ ε : σ
9Der Doppelpunkt : bedeutet die doppelte Anwendung des Skalarproduktes, d.h. zweifache Verjüngung.
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Es sei angemerkt, daß die Einführung des Verzerrungsratentensors ˙ε durch die materielle (par-
tielle) Zeitableitung vonε nur für den infinitesimalen Verzerrungstensor gegeben und nicht auf
beliebige Verzerrungsmaße übertragbar ist.
Der zweite Hauptsatz der Thermodynamik basiert auf der Beobachtung, daß nur in idealisier-
ten Prozessen Reversibilität auftritt. Die in praktischenProzessen immer auftretende Irreversibi-
liät zeigt, daß mechanische Energie zwar vollständig in thermische Energie umgewandelt werden
kann, jedoch nie der umgekehrte Fall möglich ist. Mathematisch wird dieser Sachverhalt damit
ausgedrückt, daß bei weiterhin gültiger Massenerhaltung die materielle Zeitableitung der totalen
Entropies größer oder gleich der thermischen Leistung dividiert durch die absolute (aber lokale)
Temperaturϑ ist, d.h.
d
dt
∫
V
s̺ dV ≥
∫
V
1
ϑ
r̺ dV−
∫
O
1
ϑ
q · n dA. (2.1.35)
Wendet man auch hier wieder den Gaußschen Integralsatz an und nutzt die lokale Form des Ener-
gieerhaltungssatzes Gl. (2.1.34), erhält man die lokale Form der Clausius-Duhem-Ungleichung
zu
ϑ ṡ̺ − ̺u̇+ σ : ε̇ − q · ∇ϑ
ϑ
≥ 0. (2.1.36)
Mit Definition der spezifischen freien oder Helmholtzschen Energieψ = u− ϑs folgt
− ̺(ψ̇ + ϑ̇s) + σ : ε̇ − q · ∇ϑ
ϑ
≥ 0. (2.1.37)
Im isothermen Fall (̇ϑ = 0,∇ϑ = 0) erhält man damit
σ : ε̇ − ̺ψ̇ ≥ 0 . (2.1.38)
Die Gleichung sagt aus, daß die pro Zeiteinheit an einem materiellen TeilchengeleisteteAr-
beit σ : ε̇ (Spannungsleistung) in Realität nur zum Teil reversibel inmechanische Arbeit um-
gesetzt werden kann. Die Differenz stellt somit die spezifische innere Dissipationsleistung dar.
Das Gleichheitszeichen entspricht dem theoretischen Fallder vollständigen Reversibilität. Mit
Gl. (2.1.38) steht nun eine Gleichung zur Verfügung, die zur Konstruktion von Materialgleichun-
gen und deren Prüfung auf thermodynamische Konsistenz unabdingbar ist.
2.1.3. Materialtheorie und Materialgleichungen
Die bisherigen Ausführungen bezüglich der Kinematik und der Bilanzgleichungen stellen allge-
meingültige Beziehungen dar, die unabhängig von den speziellen Stoffeigenschaften der jeweili-
gen Komponenten gültig sind. Es ist bekannt, daß die Deformation eines realen Körpers durch
seinen Werkstoff beeinflußt wird. Zur Berücksichtigung dieser Eigenschaften w rden im Rahmen
der Kontinuumstheorie Materialgleichungen, auch konstitutive Beziehungen genannt, formuliert.
NachHaupt(1993) ist das Ziel der Materialtheorie, eine systematische Einteilung des Material-
verhaltens zu erreichen. Dies wird durch beobachtete Phänome e in experimentellen Untersu-
chungen, aber auch durch theoretische Überlegungen und Beweise sowie deren mathematischer
Konsistenz motiviert. In der Materialtheorie werden daherallgemeine Prinzipe angestrebt, die
wiederum zu einer systematischen Darstellung der vier bekannten Klassen von Materialmodellen
(Elastizität, Plastizität, Viskoelastizität, Viskoplastizität) unter einer vereinheitlichten Blickweise
führen.
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Jeder praktisch verwertbare Ansatz für ein Materialmodellerfordert die Bestimmung von Ma-
terialkonstanten mit Hilfe geeigneter Experimente. Dabeisind im allgemeinen verschiedene Ver-
einfachungen oder Idealisierungen notwenig, z.B. die Unterstellung eines homogenen Spannungs-
oder Verzerrungszustandes. Damit wird auch deutlich, daß im Hinblick auf die phänomenologi-
sche Kontinuumsmechanik ein Testobjekt immer als “black box” verstanden werden muß, die
Eingänge (aufgebrachte Lasten oder Deformationen) mit Ausgängen (Lasten oder Deformatio-
nen) verknüpft. Das zeigt, daß zur vollständigen Bestimmung von Materialwerten u.U. verschie-
dene Experimente am Testobjekt und am Material notwendig sind, da jedes Experiment nur Teil-
informationen liefert. Das Ziel der experimentellen Bestimmung besteht darin, ein Teilbild des
Testobjektverhaltens zu liefern, das mit Hilfe von Materialmodellen vervollständigt werden kann.
Zur systematischen Entwicklung eines Materialmodells wird von Haupt(1993) der Vorschlag
gemacht, das experimentelle Verhalten durch Beobachtung vo Gleichgewichtszuständen zu klas-
sifizieren. Das Eingangs-Ausgangsproblem kann (für makroskopi che Untersuchungen) im allge-
meinen in Form von Spannungs-Dehnungs-Kurven dargestelltw rden. Appliziert man im deh-
nungsgesteuerten Versuch eine konstante Dehnrate ˙ε > 0, wird sich eine zeitabhängige Spannung
einstellen (siehe Abb.2.1.1A). Hält man zu einem bestimmten Zeitpunkt die Dehnung konstant,
wird sich ein als Relaxationsprozeß bekannter Spannungsabbau einstellen. Die Relaxation wird
nach einer gewissen Zeit enden, wobei die verbleibende Spannung den Gleichgewichtspunkt mar-
kiert. In welcher Zeit dieser Punkt erreicht wird und in welcher Höhe die verbleibende Span-
nung ist, hängt dabei direkt von den unterschiedlichen Materialeigenschaften ab. Korrespondie-
rend zum dehnungsgesteuerten Versuch ist auch ein spannungsgesteuerter Versuch denkbar (siehe
Abb. 2.1.1B), wo bei konstant gehaltener Spannungsrate ˙σ > 0 sich eine zeitabhängige Dehnung
einstellen wird, die, nach Realisierung einer konstanten Spannung, durch Kriechen zum Gleich-
gewichtspunkt der verbleibenden Dehnung führt. Wird in spannungsgesteuerten Versuchen kein
Gleichgewichtspunkt ermittelt, kann das bedeuten, daß dieDehnung einen theoretisch unendlich
großen Wert erreicht und letztendlich Zerstörung eintritt. Dieses Verhalten wird auch als Sekun-
därkriechen bezeichnet. In jedem Versuch (spannungs- und dehnungsgesteuert) wird dabei im-
mer nur ein Gleichgewichtspunkt ermittelt. Variiert man die Belastungsparameter, erhält man eine
Menge von Gleichgewichtspunkten, deren Verbindung zur Gleichgewichtskurve führt. Diese Kur-
ve liegt immer unterhalb der kleinsten Spannungs- bzw. Dehnrate, so daß diese den theoretischen
Grenzfall eines unendlich langsamen Prozesses darstellt.Prinzipiell können anhand dieser Überle-
gungen zwei verschiedene Kategorien formuliert werden: das Verhalten ist ratenunabhängig (Abb.
2.1.2A, B) oder ratenabhängig (Abb.2.1.2C, D). Ist das Verhalten ratenunabhängig, ist im Hin-
blick auf nicht-monotone Belastungen zu unterscheiden zwischen dem Auftreten einer Hysterese
(Abb. 2.1.2B) oder nicht (Abb.2.1.2A). Im Falle der Ratenabhängigkeit muß nun in zyklischen
Versuchungen untersucht werden, ob eine Gleichgewichtshysterese auftritt (Abb.2.1.2D) oder
nicht (Abb.2.1.2C). Damit sind prinzipiell vier verschiedene Kategorien zur Beschreibung allen
möglichen Materialverhaltens möglich: das Verhalten ist ratenunabhängig oder ratenabhängig, mit
oder ohne Gleichgewichtshysterese.
Diese vier Gruppen motivieren die Definition von vier Klassen von mathematischen Model-
len, die mit den Begriffen Elastizität, Plastizität, Viskoelastizität und Viskoplastizität bezeichnet
werden. In Abb.2.1.3sind einfachste rheologische Modelle dargestellt, die mitdiesen vier Be-
griffen verbunden sind. Der Vergleich mit Abb.2.1.2zeigt, daß die Elastizität mit Abb.2.1.2A,
die Plastizität mit Abb.2.1.2B, die Viskoelastizität mit Abb.2.1.2C und die Viskoplastizität mit
Abb. 2.1.2D assoziieren. Es sei angemerkt, daß die Symbole in Abb.2.1.3 lediglich zur einfa-
chen Verdeutlichung benutzt werden und kein Zusammenhang zwischen Federn, Dämpfern und
Reibgliedern im Sinne der Systemdynamik bzw. im Sinne von Bauteileigenschaften besteht.
2.1. Grundgleichungen der Kontinuumsmechanik 27
 0
 1
 0  1
Dehnrate = konstant
Dehnrate = 0, Gleichgewichtskurve
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Spannungsrate = konstant
Spannungsrate = 0, Gleichgewichtskurve
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σ
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ε
Abbildung 2.1.1: Spannungs-Dehnungs-
Diagramme nach Haupt (1993). A)
Dehnungsgesteuerter Versuch, B) Span-
nungsgesteuerter Versuch
     
     
Gleichgewichtskurve
Dehnrate > 0
     
     
Gleichgewichtskurve
Dehnrate > 0
A B
C D
ohne Hysterese mit Hysterese
ohne statische Hysterese mit statischer Hysterese
σ
σ
σ
σ
ε
ε
ε
ε
Abbildung 2.1.2: Ma-
terialmodellklassen. A)
geschwindigkeitsunab-
hängig ohne Hysterese,
B) geschwindigkeitsunab-
hängig mit Hysterese, C)
geschwindigkeitsabhängig
ohne Gleichgewichts-
hysterese, D) geschwin-
digkeitsabhängig mit
Gleichgewichtshysterese
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Abbildung 2.1.3: Einteilung der Material-
modelle für unterschiedliches Verhalten nach
Haupt (1993). Während Elastizität und
Plastizität verzerrungsratenunabhängig sind,
kommt durch den viskosen Anteil bei Vis-
koelastizität bzw. -plastizität (durch Dämpfer
symbolisiert) die Abhängigkeit von der Ver-
zerrungsrate dazu.
Elastizität
(ohne Hysterese)
Plastizität
(mit Hysterese)
Viskoelastizität
(ohne statische Hysterese)
Viskoplastizität
(mit statischer Hysterese)
Im Rahmen einer übergeordneten mathematischen Theorie wurden verschiedene allgemeine
Prinzipien ausgearbeitet. Grundlegende Überlegungen undIdeen sind dabei inTruesdell und Noll
(2004) zu finden. Sie sind keine Gesetzmäßigkeiten, sondern festgeschriebene verallgemeinerte
Erfahrungen. Im Rahmen der Kontinuumsmechanik sind dies
• Prinzip des Determinismus; durch die Geschichte der Temperaturϑ und der Bewegungu
sind alle thermomechanischen Variablen (σ, q, u, s) zu jedem Zeitpunkt und an jedem Ort
x festgelegt
• Prinzip der lokalen Wirkung; die Werte der thermomechanischen Variablen an einem Punkt
x werden nur vonϑ undu in der lokalen Umgebung vonx beeinflußt (einfache Materialien)
• Prinzip der materiellen Objektivität; die konstitutiven Gleichungen sind von der Bewegung
des Beobachters unabhängig
• Prinzip der Äquipräsenz; alle Materialgleichungen enthalten den gleichen Satz unabhängi-
ger Variablen
• Prinzip der thermodynamischen Zulässigkeit; die konstitutiven Gleichungen erfüllen den
zweiten Hauptsatz der Thermodynamik
Ein allgemeiner mathematischer Rahmen der vier Materialmodellklassen kann nachHaupt(1993)
in einer allgemeinen expliziten Form als Funktional
σ(t) = F [ε(τ)] mit τ ≤ t (2.1.39)
angegeben werden. Damit werden drei grundlegende Prinzipie der Materialtheorie a priori erfüllt:
• Prinzip des Determinismus, da keine in der Zukunft liegenden Z itpunkte Berücksichtigung
finden
• Prinzip der lokalen Wirkung in Form des einfachen Materials, d.h. durch Berücksichtigung
des infinitesimalen Verzerrungstensorsε haben “weit” entfernte Teilchen keinen Einfluß
• Prinzip der materiellen Objektivität, da keine explizite Zitabhängigkeit auftritt.
Da sowohlσ als auchε objektiv sind, ist auch Gl. (2.1.39) objektiv.
In den bisherigen Darlegungen wurden keinerlei Einschränkungen bezüglich materieller Nicht-
linearität notwendig, und auch mit Gl. (2.1.39) kann prinzipiell ein nichtlinearer Zusammenhang
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zwischenσ undε beschrieben werden. Die Gleichung (2.1.39) stellt dabei die explizite Form eines
Materialgesetzes dar. NachHaupt(1993) kann die funktionelle Abhängigkeit auch implizit durch
ein gewöhnliches Differentialgleichungssystem der Form
σ(t) = f (ε(t), h1(t), . . . , hN(t))
ḣk(t) = fk(ε(t), h1(t), . . . , hN(t)) mit k ∈ [1 : N]
(2.1.40)
angegeben werden. Die in der Vergangenheit liegende Lastgeschichte wird dabei über die soge-
nannten inneren Variablenhk berücksichtigt. Dabei werden die Gleichungen
ḣk(t) = fk(ε(t), h1(t), . . . , hN(t)) als Evolutionsgleichungen bezeichnet. Das sukzessive Einsetzen
der Evolutionsgleichungen führt dabei wieder zur expliziten Form des Materialgesetzes, wobei
dessen geschlossene Lösung im allgemeinen nicht möglich ist und im speziellen in den meisten
praktisch relevanten Fällen numerisch erfolgen muß.
Unter dem Gesichtspunkt einer mehrachsigen Beanspruchungmit einem harmonischen Zeitsi-
gnal10, wie sie im Falle der ÄHZ auftritt, sind Überlegungen bezüglich des gewählten Materialm-
odells mit einer zusätzlichen Schwierigkeit verbunden. Zum einen kann nicht eindeutig jedem
Einheitsbelastungsfall ein Materialverhalten zugeordnet werden, da nur eine Belastungsart im Ex-
periment realisiert wurde. Zum anderen geht bei der Auswertung im Frequenzbereich die Informa-
tion über das Auftreten einer Gleichgewichtshysterese verloren. Weiterhin muß erwähnt werden,
daß während der großen Vordeformation der ÄHZ der Belastungpfad nicht aufgezeichnet wur-
de, so daß das Materialverhalten nur am eingestellten Arbeitspunkt (Impedanzmessung) ermittelt
werden kann. In dieser Arbeit wird demnach angenommen, daß bei den Impedanzmessungen an
einem Arbeitspunkt nur kleine Deformationen auftreten, die vollständig reversibel sind. Bleiben-
de Deformationen durch Arbeitspunktverschiebung, die mitgroßen Deformationen einher gehen,
sollen keine bleibenden Spannungen evozieren und nur durchgeometrisch-nichtlineares Verhalten
gekennzeichnet sein. Damit sind die Materialeigenschaften unabhängig von der Vordeformation,
und eine Beachtung der Vordeformation erfolgt ausschließlich durch eine Geometrieanpassung.
Damit kann die Modellierung im Rahmen einer linearen Materiltheorie erfolgen (stoffliche oder
materielle Linearität). Damit verbleiben zur Behandlung die Gruppen elastisches und viskoelasti-
sches Materialverhalten in ihrer linearen Ausprägung. Chemische Umbauprozesse sowie Topolo-
gieänderungen auf Mikrostrukturebene innerhalb der Zellewerden ebenfalls nicht berücksichtigt.
2.1.3.1. Linear elastisches Materialverhalten
Im allgemeinen elastischen Fall geht Gl. (2 1.39) über in
σ = Fel[ε] bzw. ε = F̃ −1el [σ]. (2.1.41)
Demnach können alle Spannungen von allen Verzerrungen abhängig sein und umgekehrt. Um
einen bestimmten Verformungszustand zu erreichen, muß mechanische Arbeit pro Volumen der
Form
W =
ε∫
0
σ dε̄ (2.1.42)
10Als Zeitsignal wurde ein Multisinus mit nicht äquidistantem Frequenzabstand angewendet.
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verrichtet werden. Da die aufgebrachte Arbeit wegunabhängig sein muß, folgt daraus direkt, daß
der Integrant in Gl. (2.1.42) ein totales Differential ist:
σ =
∂W
∂ε
= Fel[ε] (2.1.43)
Die Einführung der ErgänzungsarbeitI mit
I = σ : ε −W (2.1.44)
führt analog zu Gl. (2.1.41) zu einer zweiten Formulierung des allgemeinsten Elastizitä sgesetzes
ε =
∂I
∂σ
= F̃ −1el [σ]. (2.1.45)
Da diese beiden Materialgleichungen für die unmittelbare Anwendung zu allgemein sind, können
W und I in Reihen am Entwicklungspunkt 0 entwickelt werden, d.h.
W =W0 +
∂W
1! ∂ε
∣
∣
∣
∣
∣
0
: ε +
∂2W
2! ∂ε2
∣
∣
∣
∣
∣
∣
0
: ε : ε +
∂3W
3! ∂ε3
∣
∣
∣
∣
∣
∣
0
: ε : ε : ε + . . . (2.1.46)
bzw.
I = I0 +
∂I
1! ∂ε
∣
∣
∣
∣
∣
0
: ε +
∂2I
2! ∂ε2
∣
∣
∣
∣
∣
∣
0
: ε : ε +
∂3I
3! ∂ε3
∣
∣
∣
∣
∣
∣
0
: ε : ε : ε + . . . (2.1.47)
Das jeweils erste Glied würde nach partieller Ableitung nach den Spannungen bzw. den Verzer-
rungen verschwinden und kann damit ohne Beschränkung der Allgemeinheit zu Null gesetzt wer-
den. Das lineare Glied dagegen würde nach partieller Ableitung zu konstanten Spannungen bzw.
Verzerrungen führen, die im Sinne einer linear-elastischen Theorie nicht zulässig sind. Die je-
weils vierten und höheren Terme dagegen führen zu nichtlinearem Materialverhalten. Allein der
dritte Term führt zur Formulierung eines linearen Zusammenhangs und damit linear-elastischen
Materialverhaltens
σ =
∂2W
2! ∂ε2
∣
∣
∣
∣
∣
∣
0
: ε = E : ε (2.1.48)
und
ε =
∂2I
2! ∂ε2
∣
∣
∣
∣
∣
∣
0
: σ = D : σ = E−1 : σ . (2.1.49)
Die dabei auftretenden Tensoren vierter StufeE und D werden als Elastizitätstensor bzw. Nach-
giebigkeitstensor bezeichnet. Sie haben jeweils 81 Koordinaten und müssen durch Inversion in-
einander überführbar sein. Das stellt die Forderung, daß die Inverse existiert, d.h.E darf nicht
singulär sein. Durch Symmetrie des Spannungstensorsσ al auch des Verzerrungstensorsε owie
von E (Existenz eines elastischen Potentials) selbst reduziertsich die Anzahl der freien Koordina-
ten auf 21.
Weitere Einschränkungen fürE liefert die Ungleichung (2.1.38). Bei Einführung der spezifischen
freien Energie (entspricht der gespeicherten elastischenEn rgieI ) zu
̺ψ =
1
2
ε : E : ε (2.1.50)
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folgt direkt
ε : E : ε̇ − ε : E : ε̇ ≥ 0 (2.1.51)
der Nachweis, daß bei linear elastischem Materialverhalten keine Energie dissipiert wird und da-
mit den theoretischen Grenzfall der vollständigen Reversibilität darstellt. Da vorausgesetzt wird,
daß ein elastisches Potential für jeden Beanspruchungsfall existiert, muß der Ausdruck̺ψ immer
größer als Null sein. Daraus folgt, daßE positiv definit sein muß.
2.1.3.2. Linear viskoelastisches Materialverhalten
Ist eine Zeitabhängigkeit des Deformationsverhaltens vomeingeprägten Spannungszustand und
umgekehrt zu beobachten, spricht man von Viskoelastizität. Gilt weiterhin das Boltzmannsche Su-
perpositionsprinzip, spricht man von linearer Viskoelastizität. Das Spannungs-Verzerrungs-Gesetz
kann in integraler (expliziter) Schreibweise mit
σ =
t∫
0
R(t − τ) : ∂ε(τ)
∂τ
dτ = Fvisk[ε(τ)] (2.1.52)
bzw.
ε =
t∫
0
K(t − τ) : ∂σ(τ)
∂τ
dτ = F̃ −1visk[σ(τ)] (2.1.53)
angegeben werden (Nowacki, 1965). Die auftretenden Tensoren vierter StufeR und K werden als
Relaxationsfunktionstensoren bzw. Kriechfunktionstensoren bezeichnet. Beide sind voneinander
wechselseitig durch die Beziehung11
d
dt
t∫
0
K(t − τ) :: R(τ) dτ = 1 (2.1.54)
abhängig (Nowacki, 1965). Für K undR gelten ebenfalls oben genannte Symmetrieeigenschaften,
so daß jeweils 21 Funktionen zur Beschreibung notwendig sind. Die beiden Gleichungen (2.1.53)
und (2.1.52) beschreiben das linear-viskoelastische Materialverhalten im Zeitbereich und werden
auch als Gedächtnisintegrale bezeichnet. In ihnen werden alle in der Vergangenheit liegenden Zu-
stände mit berücksichtigt. Da alle realen Prozesse zu einembestimmten Zeitpunkt starten, wird
in den Integralen die untere Integrationsgrenze zu Null gesetzt. Die Funktionen selbst werden
aus experimentellen Kurven gewonnen bzw. müssen so konstruiert sein, daß sie den 2. Haupt-
satz der Thermodynamik nicht verletzen. Vielfach werden Exponentialfunktionen, Potenzansätze
oder auch logarithmische Funktionen zur Approximation gemessener Verläufe genutzt (Bergan-
der, 1978). Nur im Falle der Kerne vom Typ der Exponentialreihe
K(t) = K0 +
n∑
i=1
Kie−αi t mit Kk = konstant für k ∈ [0 : n] (2.1.55)
11Der Ausdruck :: bedeutet das viermalige Anwenden des Skalarprodukts.
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bzw.
R(t) = R0 +
n∑
i=1
Rie
−βi t mit Rk = konstant für k ∈ [0 : n] (2.1.56)
gehen viskoelastische Deformationsgesetze in Differentialgesetze (implizite Form) über (Bergan-
der, 1978). Dies kann durch Anwendung der LaplacetransformationL{. . .} nachgewiesen werden
(Bronsteinet al., 2001). Da sowohl Gl. (2.1.52) als auch Gl. (2.1.53) Faltungsintegrale darstellen,
folgt direkt, daß diese Operation eine Multiplikation im Bild- oder Laplacebereich darstellt. Somit
folgt unter Voraussetzung von Null-Anfangsbedingungen
L{σ} = L{R} : L{ε} und L{ε} = L{K} : L{σ}. (2.1.57)
Führt man zusätzlich die komplexe Variablep ein (Hardtkeet al., 1997) erhält man
σ(p) = R(p) : p ε(p) und ε(p) = K(p) : pσ(p). (2.1.58)
Die Laplacetransformierten von Gl. (2.1.55) und (2.1.56) lauten
K(p) =
K0
p
+
n∑
i=1
Ki
p+ αi
(2.1.59)
bzw.
R(p) =
R0
p
+
n∑
i=1
Ri
p+ βi
. (2.1.60)
Die auftretenden Konstantenαi undβi sind positiv und reell. Weiterhin sollen nur für alle Zeiten
t ≥ 0 sowohl Gl. (2.1.59) als auch Gl. (2.1.60) verschieden von Null sein.K0 sowie R0 lassen
sich dann als Konstanttensoren der Grenzfälleαi = 0 bzw.βi = 0 undαi ≪ (tmax)−1 bzw. βi ≪
(tmax)−1 deuten (Bergander, 1978). Durch Einsetzen in Gl. (2.1.58) und Rücktransformation geht
ein allgemeines linear viskoelastisches Materialgesetz zu
n∑
i=0
(Ai
di
dti
) : σ(t) =
n∑
i=0
(Bi
di
dti
) : ε(t) (2.1.61)
und damit impliziter Differentialform über (Johnson, 1999). Die auftretenden TensorenAi und Bi
sind dabei Materialtensoren vierter Stufe und haben die bekannten Symmetrieeigenschaften. Wie
im nächsten Kapitel gezeigt, hat diese Art der Formulierunggroße Vorteile für die numerische
Umsetzung einerseits und der effektiven Berechnung großer Modelle andererseits. Dabei können
u.a. zwei bekannte Spezialfälle abgeleitet werden.
Wenn Ai = 0 für i > 1 undBi = 0 für i = 0 undi > 2 gesetzt wird, erhält man ein Materialver-
halten, das sich analog zum Maxwellkörper zu
A1 : σ̇(t) + A0 : σ(t) = B1 : ε̇(t) (2.1.62)
beschreiben läßt. Die Laplacetransformation unter Beachtung von Null-Anfangsbedingungen lie-
fert
(pA1 + A0) : σ(p) = pB1 : ε(p) (2.1.63)
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und
(p B−11 : A1 + B
−1
1 : A0) : σ(p) = p ε(p) . (2.1.64)
Ein Koeffizientenvergleich mit Gl. (2.1.60) führt zu den Aussagen
R−11 = B
−1
1 : A1; R
−1
1 β1 = B
−1
1 : A0 (2.1.65)
wobei Ri = 0 für i , 1 und A0 = β1 A1 gilt. Die zugehörigen KriechfunktionstensorenK ergeben
sich aus der Laplacetransformation von Gl. (2.1.54) zu K(p) :: R(p) = 1/p2.
Eine erste Einschränkung fürR1 folgt direkt aus Gl. (2.1.65) – die InverseR−11 muß existie-
ren. Da sich die Gesamtverzerrung des Maxwellkörpers aus der A dition einer Verzerrung des
elastischen Festkörpers und eines inelastischen Fluids zusammensetzt, d.h.
ε = εel + εin bzw. ε̇ = ε̇el + ε̇in , (2.1.66)
kann die spezifische freie Energie zu
̺ψ =
1
2
εel : R1 : εel (2.1.67)
geschrieben werden. Damit lautet die Clausius-Duhem-Ungleichung
σ : ε̇el + σ : ε̇in − εel : R1 : ε̇el ≥ 0 . (2.1.68)
Mit ε̇el = R−11 : σ̇ und ε̇in = β1R
−1
1 : σ folgt
β1 σ : R
−1
1 : σ ≥ 0 . (2.1.69)
Da, wie bereits oben erwähnt,β1 > 0 ist (daR0 = 0) und die Inverse vonR1 existiert, mußR1 muß
positiv definit sein. Bei Einführung des ElastitizitätstensorsE und des ViskositätstensorsV – wie
in der klassischen Rheologie üblich – folgtR1 = E undV = (1/β1) R1. Laut Gl. (2.1.69) ist damit
V allein für die Dissipation verantwortlich und muß ebenfalls positiv definit sein. Damit kann
auch postuliert werden, daß alle möglichen Deformationszustände vonK immer mit Dissipation
einhergehen.
Unter der Annahme vonAi = 0 für i > 0 und Bi = 0 für i > 1 kann ein Materialverhalten
in Analogie zum Voigt-Körper hergeleitet werden. Dieses kann sehr gut physikalisch gedeutet
werden, da durch die Abhängigkeit der Spannungen von der Dehnrateε̇mathematisch das viskose
Verhalten ähnlich einem Newtonschen Fluid (siehe unten) abgebildet werden kann. Das daraus
resultierende Materialgesetz in Differentialform lautet
A0 : σ(t) = B0 : ε(t) + B1 : ε̇(t) . (2.1.70)
Damit lautet die Anwendung der Laplacetransformation mit Null-Anfangsbedingungen
A0 : σ(p) = (B0 + pB1) : ε(p) . (2.1.71)
Der Koeffizientenvergleich mit Gl. (2.1.59) führt zu
K1 = −K0; K−10 = A−10 : B0;
1
α1
K−10 = A
−1
0 : B1 (2.1.72)
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wobei Ki = 0 für i > 2 und B0 = α1B1 ist. Die zugehörigen RelaxationsfunktionstensorenR
ergeben sich wiederum aus der Laplacetransformation von Gl. (2.1.54) zu K(p) :: R(p) = 1/p2.
Man erkennt, daßK0 und K1 nicht singulär sein dürfen. Auch hier soll wieder die thermody-
namische Zulässigkeit überprüft werden. Die Gesamtspannung des Voigtschen Körpers setzt sich
bekanntermaßen additiv zu
σ = σel + σin (2.1.73)
zusammen. Die spezifische freie Energie lautet
̺ψ =
1
2
ε : K−10 : ε , (2.1.74)
wobei jetzt die Clausius-Duhem-Ungleichung
σel : ε̇ + σin : ε̇ − ε : K−10 : ε̇ ≥ 0 (2.1.75)
lautet. Mitσel = K−10 : ε undσin = 1/α1K
−1
0 : ε folgt
1
α1
ε : K−10 : ε̇ ≥ 0 . (2.1.76)
Führt man auch jetzt analog wiederE = K−10 undV = 1/α1K
−1
0 ein, erkennt man, daßE positiv
definit sein muß undV wiederum allein für die Dissipation verantwortlich ist. ImUnterschied zum
Maxwell-Körper kannV jedoch verschwinden. Das führt zuα1 → ∞ und, daK0 , 0, zu einem
rein elastischen Verhalten und somit dem theoretischen Grezfall der vollständigen Reversibilität.
Damit kann in Analogie zum Voigt-Körper ein verallgemeinertes Voigtsches Material mit
σ(t) = E : ε(t) + V : ε̇(t) (2.1.77)
angegeben werden.
Die Formulierung der Gleichungen (2.1.55) und (2.1.56) setzt voraus, daß die darin vorkom-
menden MaterialtensorenRi und Ki die gleiche Anisotropieklasse aufweisen. Das zeigt sich au
in den oben hergeleiteten IdentitätenA0 = β1A1, B0 = α1B1 oder auchK1 = −K0. Da sich
jedoch sowohlσ als auchε beliebig zerlegen lassen, können die Materialgesetze für jeden An-
teil getrennt formuliert werden. Dies bedeutet, daß anstatt einer Gleichung (2.1.55) bzw. (2.1.56)
ein Gleichungssystem zur Beschreibung des Materialverhalt ns in integraler Form notwendig ist,
wobei alle Gleichungen thermodynamisch zulässig sein müssen. Das kann am Beispiel der Zer-
legung des Spannungs- und des Verzerrungstensors in volumetrisch n und deviatorischen Anteil
und Voigtschem Verhalten verdeutlicht werden. Der volumetrische Anteil ist definiert zu
σv =
1
3
δ sp(σ) bzw εv =
1
3
δ sp(ε) (2.1.78)
und der deviatorische Anteil zu
σd = σ − σv bzw εd = ε − εv . (2.1.79)
Im isotropen Fall können unter Nutzung der Laméschen Konstantenλ undµ12 und der dynami-
schen (Schub-)viskositätη und unter der Vereinbarung, daß das Verhalten unter allseitigem Druck
12Die Zusammenhänge zwischen den Laméschen Konstantenλ undµ und den üblichen Ingenieurskonstanten E-Modul
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nur elastisch sein soll, die resultierenden Differentialgleichungen
σd = 2µεd + 2ηε̇d und sp(σ) = 3κ sp(ε) (2.1.80)
mit dem Kompressionsmodulκ angegeben werden (Nowacki, 1965). Ohne auf Einzelheiten einzu-
gehen, können beide Gleichungen prinzipiell mit oben genanntem Formalismus in integraler Form
angegeben werden.
Faßt man die Gln. (2.1.78), (2.1.79) und (2.1.80) mit der Definition des hydrostatischen Druckes
p = −13 sp(σ) zusammen, erhält man
σ = −pδ + 2µε − 2
3
µ δ sp(ε) + 2ηε̇ − 2
3
η δ sp(ε̇) . (2.1.81)
Setzt man nunµ = 0, liegt der Spannungstensor
σ = −pδ + 2ηε̇ − 2
3
η δ sp(ε̇) (2.1.82)
und das Materialgesetz
σ = −pδ + 2ηε̇d (2.1.83)
einer Newtonschen Flüssigkeit vor (siehe z.B.Spinedi(1978); Ziegler (1977)). Es sei angemerkt,
daß kein vollständiges elastisches Verhalten und ein nichtpositiv definiter ElastizitätstensorE
vorliegen und, daß somit Gl. (2.1.83) nicht für den Sonderfall der Statik (˙ε = 0) gültig ist. Die
spezifische freie Energie der Newtonschen Flüssigkeit lautet
̺ψ =
κ
2
(sp(ε))2 (2.1.84)
und die Clausius-Duhem-Ungleichung
− p δ : ε̇
︸︷︷︸
=sp(ε̇)
+2ηε̇ : ε̇ − 2
3
η δ sp(ε̇) : ε̇ − κ sp(ε)
︸ ︷︷ ︸
−p
sp(ε̇) ≥ 0 (2.1.85)
bzw.
2ηε̇ : ε̇ − 2
3
η (sp(ε̇))2 ≥ 0 . (2.1.86)
Das doppelte Skalarprodukt der Verzerrungsrate kann (mit sp(ε̇d) = 0) umgeformt werden zu
ε̇ : ε̇ = ε̇d : ε̇d +
1
3
(sp(ε̇))2 , (2.1.87)
was zu der Aussage
2ηε̇d : ε̇d ≥ 0 (2.1.88)
führt. Damit kann die triviale Eigenschaft abgelesen werden, daß die Viskositätη ≥ 0 sein muß
und somit keine “negative” Dämpfung möglich ist.
E, Poissonzahlν bzw. SchubmodulG können angegeben werden mit:
E =
µ(3λ + 2µ)
λ + µ
; ν =
λ
2(λ + µ)
; G = µ =
E
2(1+ ν)
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Abbildung 2.1.4: Zeitlicher Verlauf der Längs-
dehnung der ÄHZ nachEhrenstein und Iwasa(1996),
deren Abb. 1A. Durch hypoosmotische Perfusion
wurde der Zellinnendruck bis zu einer Zeit vont =
36 s erhöht und dabei die Längsdehnung gemessen.
Dabei wurde Zellkontraktion, d.h. Verkürzung als
positive Dehnung definiert. Beim Zeitpunktt = 36 s
wurde die basolaterale Zellwand punktuell zerstört,
was zu einem schnellen Zurückgehen in Richtung
Ausgangslage führt. Deutlich ist während des Perfu-
sionsprozesses zu sehen, daß die ÄHZ relaxiert, je-
doch nicht in ihre Ursprungsform zurückkehrt, son-
dern eine bleibende Dehnung aufweist. Aufgrund
der sehr großen Verzerrungen von 30 % ist die
Annahme eines linearen Verhaltens nicht gegeben
(die Autoren verweisen auf eigene Untersuchungen,
wo ein linearer Druck-Verzerrungs-Zusammenhang
auch für große Verzerrungen ermittelt wurde (Iwasa
und Chadwick, 1992). Die grundsätzlichen Überle-
gungen aus Kapitel2 zeigen jedoch, daß dies letzt-
lich keine Aussage über eine tatsächliche Lineari-
tät des Systemverhaltens liefert.) Weiterhin weist die
bleibende Verzerrung eindeutig auf einen plastischen
Anteil hin, so daß die Modellierung dieses Expe-
riments nur mit viskoplastischem Materialverhalten
beschrieben werden kann und damit für diese Arbeit
irrelevant ist.
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Diese umfangreichen Ausführungen zeigen, daß die impliziten Differentialformen eine geeig-
nete Möglichkeit darstellen, sowohl ein anisotrop-viskoelastisches Materialgesetz des Voigt-Typs
als auch den Sonderfall eines isotropen Newtonschen Fluids(mit mathematisch gleicher Struk-
tur wie der Voigt-Typ) abzudecken. Für das verallgemeinerte Voigtsche Material ergibt sich die
Möglichkeit, nur bestimmte Deformationszustände mit Dissipation zu versehen, da der Visko-
sitätstensor singulär sein darf. Wie im Kapitel3 aufgezeigt wird, liegt ein weiterer Vorteil des
Voigtschen Materials in dessen bequemer numerischen Umsetzung und einer aus dem Materi-
algesetz herleitbaren Dämpfungsmatrix, die kontinuumsmechanisch motiviert ist und damit eine
reine Materialeigenschaft darstellt, die frei jeglicher gometriebedingter Bauteileigenschaften ist.
Die Tauglichkeit dieses Materialtyps zeigt sich darin, daßbei Relaxationsversuchen an ÄHZs
durch zeitliche Variation des Zellinnendrucks (Turgor) eine gute Approximation durch ein ver-
allgemeinertes Voigtsches Material erreicht wird (Ehrenstein und Iwasa, 1996). In Abb. 2.1.4ist
das Ergebnis dieses Versuches dargestellt. Es muß hier angemerkt werden, daß die Verzerrun-
gen (Längsdehnung), die in diesem Versuch eingestellt wurden, sehr hoch sind und bleibende
plastische Verzerrungen auftreten (die Autoren bemerken,daß bei kleinen Zellinnendrücken der
plastische Anteil verschwindet). Jedoch ist im zeitlichenVerlauf bei ca. 35 s zu sehen, daß die
Längsdehnung gegen einen konstanten Wert läuft, was auf einVerhalten vom Relaxationstyp hin-
deutet. Weiterhin haben umfangreiche Untersuchungen gezeigt, daß die strömungsmechanischen
Vorgänge im Innenohr durch lineares Verhalten und kleine Amplituden gekennzeichnet und damit
die Anwendung von Gl. (2.1.83) zur Beschreibung eines viskosen, kompressiblen Fluids gerecht-
fertigt ist (Zetes und Steele, 1997; Baumgartet al., 2009).
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2.1.4. Anfangs-Randwertproblem der linearen Viskoelasti zität vom Voigtschen Typ
Zur Beschreibung des Randwertproblems benötigen wir, ohnespezifische Volumenkräfte zu be-
rücksichtigen, die lokale Impulsbilanz Gl. (2.1.18)
̺ ü = ∇ · σ ∀ x ∈ V (2.1.89)
mit der Symmetrie des Spannungstensors
σ = σT (2.1.90)
aus der Drehimpulsbilanz (2.1.25). Der Zusammenhang zwischen Verschiebungen und Verzerrun-
gen folgt aus Gl. (2.1.11) zu
ε =
1
2
(
∇u + (∇u)T
)
∀ x ∈ V . (2.1.91)
Dabei müssen noch die beiden Materialgesetze Gl. (2.1 77)
σ = E : ε + V : ε̇ (2.1.92)
und Gl. (2.1.83)
σ = −pδ + 2ηε̇d (2.1.93)
berücksichtigt werden. Neben der Impulsbilanz, den Verschiebungs-Verzerrungsrelationen und
den Materialgesetzen sind noch die Angaben der Randbedingungen notwendig. Auf dem Rand
des betrachteten Körpers kann man sowohl Kraft- als auch Verschiebungsrandbedingungen vor-
schreiben. Zusätzlich sind für das fluidische Materialgesetz auch Druckrandbedingungen vorzu-
geben, die jedoch dem Wesen eines hydrostatischen Druckes entspr chen und keiner gerichteten
Normalbelastung an der Oberfläche. Die Randbedingungen lauten nach Gl. (2.1.15)
t = σ · n auf Ot und u = u0 auf Ou (2.1.94)
und zusätzlich für das Newtonsche Fluid
p = p0 auf Op . (2.1.95)
Dabei wird die OberflächeO in einen BereichOup mit vorgegebenen VerschiebungenOu und/oder
vorgegebenen hydrostatischen DrückenOp sowie vorgegebenen KräftenOt aufgeteilt. Es gelten
die Bedingungen
O = Oup∪ Ot und ⊘ = Oup∩ Ot . (2.1.96)
Dieser Satz von Gleichungen wird im nächsten Abschnitt mit Hilfe einer geeigneten Variations-
formulierung einer Finiten-Elemente-Analyse zugänglichgemacht.
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Kapitel 3
Numerische Umsetzung im Rahmen der
Finite-Elemente-Methode
In diesem Kapitel wird ausgehend vom Prinzip der viruellen Arbeiten die schwache Form des
Gleichgewichts angegeben. Anschließend wird eine Finite-Elemente-Diskretisierung zum einen
in einer Standardverschiebungsmethode als auch zum anderen in einer Verschiebungs-Druck-
Basierten Methode angegeben. Für detaillierte Ausführungen wird auf die umfangreiche Spezi-
alliteratur, z.B.Zienkiewicz und Taylor(2005), hingewiesen.
3.1. Variationsformulierung
Von der lokalen Impulsbilanz ausgehend erhält man durch Multiplikation mit einer geeigneten
Testfunktionδu und Integration überV die schwache Form des Gleichgewichts. Entsprichtδu
dabei einem virtuellen, kinematisch zulässigen infinitesimalen Verschiebungsfeldδu(x) und gilt
diese schwache Form für alle Variationen vonδu, spricht man auch vom Prinzip der virtuellen
Arbeit bzw. Verrückungen. Die schwache Form des Gleichgewichts (siehe Gl. (2.1.18)) ohne dich-
tebezogene Volumenkräfte hat damit die Form
∫
V
(̺ ü − ∇ · σ) · δu dV = 0 (3.1.1)
mit den Spannungs- und Verschiebungsrandbedingungen
t = σ · n auf Ot und u = u0 auf Ou . (3.1.2)
Bei der im vorhergehenden Abschnitt eingeführten hybridenFormulierung mit dem Druckp als
zweite unabhängige Variable (Newtonsches Fluid) ist es notwendig, eine äquivalente Testfunktion
δp einzuführen. Dabei mußδp einem virtuellen infinitesimalen Druckfeldδp(x) entsprechen. Die
zusätzliche schwache Form des Gleichgewichts lautet unterBeachtung von Gl. (2.1.80) und der
Definition des hydrostatischen Druckes
−
∫
V
(δ : ε +
p
κ
) · δp dV= 0 (3.1.3)
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mit den Druckrandbedingungen
p = p0 auf Op . (3.1.4)
Damit stehen für beide Feldprobleme die zu diskretisierenden Gleichungen zur Verfügung und
können einer Finite-Elemente-Formulierung zugeführt werden.
3.2. Finite-Elemente-Formulierung
3.2.1. Geometrieapproximation
Unabhängig vom gewählten Feldproblem ist es notwendig, dieGeometrie eines finiten Elementes
zu approximieren. Im Rahmen dieser Arbeit wurde ein dreidimensionales, 20knotiges Element
mit triquadratischen Ansatzfunktionen der Form
x = x(ζ, χ, ξ) =
20∑
I=1
NIu(ζ, χ, ξ)x̄
I (3.2.1)
implementiert. Die Ansatzfunktionen der Serendipity-Klasse (Zienkiewicz und Taylor, 2005) (oh-
ne Mitten- und Flächenmittenknoten) in den natürlichen Koordinatenζ ∈ [−1, 1], χ ∈ [−1, 1] und
ξ ∈ [−1, 1] sind definiert zu
NIu =
1
8
(1+ ζI ζ)(1+ χIχ)(1+ ξIξ)(ζI ζ + χIχ + ξIξ − 2) für I ∈ [1 : 8] (Eckenknoten)
NIu =
1
4(1+ ζ
2
I ζ
2)(1+ χIχ)(1+ ξIξ)
NIu =
1
4(1+ ζI ζ)(1+ χ
2
I χ
2)(1+ ξIξ)
NIu =
1
4(1+ ζI ζ)(1+ χIχ)(1+ ξ
2
I ξ
2)



für I ∈ [9 : 20] (Seitenmittenknoten)
(3.2.2)
Dabei istx̄I der Vektor der globalen Knotenkoordinaten und die Werte (ζI , χI , ξI ) die Knotenkoor-
dinaten im isoparametrischen Unterraum.
3.2.2. Viskoelastisches Finites Element
Die Beschreibung des gewählten viskoelastischen Feldproblems erfordert die ausschließliche Be-
achtung von Gl. (3.1.1). Unter Beachtung der Gln. (2.1.32) und (2.1.77) sowie Anwendung des
Gaußschen Integralsatzes folgt
∫
V
̺ü · δu dV
︸           ︷︷           ︸
δWt
+
∫
V
(E : ε + V : ε̇) : ∇δu dV
︸                              ︷︷                              ︸
δWi
−
∫
Ot
t · δu dA
︸        ︷︷        ︸
−δWa
= 0 (3.2.3)
mit den virtuellen Arbeiten der TrägheitslastenδWt, der äußeren LastenδWa und der inneren
LastenδWi das Prinzip der virtuellen Arbeit
δWt + δWa + δWi = δW . (3.2.4)
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Das Feld der virtuellen Verschiebungenδu muß dabei nur die wesentlichen Randbedingungen er-
füllen. Die Finite-Elemente-Diskretisierung des viskoelastischen Feldproblems mit der Material-
gleichung (2.1.77) erfolgt in einer Standardverschiebungsmethode unter Beachtung des isopara-
metrischen Konzepts. Das bedeutet, daß sowohl das Verschiebungsfeld als auch die Geometrie
mit den gleichen Ansatzfunktionen approximiert werden. Die Approximationen für das Verschie-
bungsfeldu und das virtuelle Verschiebungsfeldδu lauten demnach
u =
20∑
I=1
NIu(ζ, χ, ξ) ū
I bzw. δu =
20∑
I=1
NIu(ζ, χ, ξ) δū
I . (3.2.5)
Da sie später benötigt werden, wird auch der Gradient der Ansatzfunktionen nach den globalen
Koordinaten bereitgestellt. Da diese in den lokalen KoordinatenζT = [ζ, χ, ξ] definiert sind, kann
man sich die Kettenregel zunutze machen. Damit folgt
∂NIu
∂ζ
=
∂NIu
∂x1
∂x1
∂ζ
+
∂NIu
∂x2
∂x2
∂ζ
∂NIu
∂χ
=
∂NIu
∂x1
∂x1
∂χ
+
∂NIu
∂x2
∂x2
∂χ
∂NIu
∂ξ
=
∂NIu
∂x1
∂x1
∂ξ
+
∂NIu
∂x2
∂x2
∂ξ



→ ∇ζNIu = Ju · ∇NIu (3.2.6)
mit der JakobimatrixJu, die die Transformation zwischen den Linienelementendζ, dχ, dξ und
dx1, dx2 sowiedx3 zu
dx1 dx2 dx3 = |Ju| dζ dχ dξ d.h. dV = |Ju| dVe und dA= |Ju| dAe (3.2.7)
in den verschiedenen Koordinatensystemen angibt. Die Inverse J−1u muß dabei existieren, da die
Rücktransformation gilt. Für die Gradientbildung der Ansatzfunktionen ergibt sich daraus
∇NIu = J
−1
u · ∇ζNIu . (3.2.8)
Damit erhält man für den Gradienten der Verschiebungen und der virtuellen Verschiebungen
{∇u}i j =
20∑
I=1
(NIu), j ū
I
i =
20∑
I=1
{∇NIu} j ūIi bzw.
{∇δu}i j =
20∑
I=1
(NIu), j δū
I
i =
20∑
I=1
{∇NIu} j δūIi .
(3.2.9)
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Setzt man diese Beziehungen in das schwache Gleichgewicht Gl. (3.2.3) ein und beachtet, daß die
Variation bezüglich der freien Parameter ¯uI durchzuführen ist, erhält man mit
20∑
I=1
20∑
K=1
∫
V̄e
̺NIuN
K
u ¨̄u
I
i δū
K
i |Ju| dV̄e
+
20∑
I=1
20∑
K=1
1
2
∫
V̄e
Vi jkl
(
{∇NIu}l ˙̄uIk + {∇NIu}k ˙̄uIl
)
{∇NKu } j δūKi |Ju| dV̄e
+
20∑
I=1
20∑
K=1
1
2
∫
V̄e
Ei jkl
(
{∇NIu}l ūIk + {∇NIu}k ūIl
)
{∇NKu } j δūKi |Ju| dV̄e
−
20∑
I=1
∫
Ōte
ti N
I
u δū
I
i |Ju| dĀe = 0
(3.2.10)
bei Beachtung des Materialgesetzes Gl. (2.1.77) die diskrete schwache Form des Gleichgewichts
in globalen Knotenkoordinaten. Ausführung aller Summen1 und Zusammenbau2 liefert schließlich
δ~ue
T
(Me ~̈ue+ De ~̇ue+ Ke~ue− ~F e) = ~0 (3.2.11)
die MassenmatrixM e, die DämpfungsmatrixD e, die SteifigkeitsmatrixK e und den Kraftvektor
~F e eines Elements in globalen Knotenkoordinaten. Dabei sind alle Systemmatrizen symmetrisch
und voll besetzt. Eine Besonderheit stellt dabei die Herleitung einer Dämpfungsmatrix direkt aus
einem Variationsprinzip auf Basis eines Materialgesetzesdar. Im Gegensatz zu ähnlichen in der
Literatur publizierten Ansätzen (Dovstam, 1995, 2000a,b) werden dabei vollständig Anisotropien
in den dissipativen Eigenschaften mit berücksichtigt. Damit können auch die Dämpfungseigen-
schaften auf Materialebene formuliert werden und enthalten somit keine Heuristik, wie sie z.B.
bei Raleigh-Dämpfung (Holzweißig und Dreßig, 1994) oder modaler Dämpfung (Hardtkeet al.,
1997) auftritt.
Die Integrale in Gl. (3.2.10) werden nicht im globalen Koordinatensystemx, sondern im lokalen
ζ-System gelöst. Die analytische Lösung der Integrale ist für Hexaeder prinzipiell möglich. Auf
Grund der höheren Effizienz und hoher Genauigkeit wurde hier die vollständige Gauß-Integration
gewählt. Für dreidimensionale Probleme können die Integral in Gl. (3.2.10) in der Form
+1∫
−1
+1∫
−1
+1∫
−1
g(ζ, χ, ξ) dζ dχ dξ =
nm∑
m=1
nn∑
n=1
no∑
o=1
g(ζm, χn, ξo) wmwnwo (3.2.12)
angegeben werden. Dabei sindm, nn undno die Zahl der Gaußpunkte imζ-System. Für triquadra-
tische isoparametrische 20-Knotenelemente ist eine 3×3×3 Integration durchzuführen. Dabei neh-
menζm, χn, ξo die Werte
[
−
√
3/5; 0;
√
3/5
]
und die Gewichtewmwnwo die Werte [5/9; 8/9; 5/9]
an.
Alle bisherigen Ausführungen sind bewußt in symbolischer Tnsornotation geschrieben wor-
1dabei gilt die Einsteinsche Summenkonvention
2in AnhangB wird dies beispielhaft für die Massenmatrix durchgeführt
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den. Neben der kompakten Schreibweise hat sie den Vorteil, daß sämtliche Operatoren allgemein
für alle Arten von Koordinatensystemen gültig sind. Zur Erstellung der globalen Systemmatri-
zen ist es jedoch unumgänglich, daß Elementmatrizen im gleichen (globalen) Koordinatensystem
vorliegen. In Gleichung (3.2.10) wird vorausgesetzt, daß die Knotenkoordinatenx im globalen
kartesischen Koordinatensystem vorliegen und das lokale Koordinatensystemζ parallel zux und
ebenfalls kartesisch ist. Damit sind nur die Materialtensoren E undV ins Globalsystem zu transfor-
mieren, wenn diese in einem nicht-globalen und u.U. krummlinigen Koordinatensystem gegeben
sind. Prinzipiell können zwei Transformationen nötig sein:
- reine Rotationen um die Euler-Winkel, wobei die Konventioz, x′, y′′ gilt, d.h. zuerst Ro-
tation um die globalez-Achse mit dem Winkelαz, dann um die neuex′-Achse mit dem
Winkel αx′ und wiederum neuey′′-Achse mit dem Winkelαy′′
- Transformation der im krummlinigen Koordinatensystemφ formulierten Materialwerte in
das Globalsystemx.
Der erste Anstrich erfordert die Einführung der Drehtensoren zweiter StufeT1, T2 undT3 zu
T1 =


cosαz − sinαz 0
sinαz cosαz 0
0 0 1


T2 =


1 0 0
0 cosαx′ − sinαx′
0 sin(αx′ cosαx′


T3 =


cosαy′′ 0 − sinαy′′
0 1 0
sinαy′′ 0 cosαy′′


und T′ = (T1 · T2 · T3)(T1 · T2 · T3)T
(3.2.13)
mit dem unsymmetrischen DrehtensorT′ vierter Stufe3. Der Produktsatz für Determinanten führt
dabei auf|T′| = 1.
Jede Koordinatentransformation basiert auf der Forderung, daß die gespeicherten (und dissi-
pierten) inneren Energien in beiden Koordinatensystemen gl ich sein müssen, d.h. (beispielhaft
für die gespeicherte elastische Energie)
σx : εx = σx̄ : εx̄ (3.2.14)
mit dem lokalen kartesischen Koordinatensystemx̄ 4. Die Transformation der Spannungen vomx̄
zum x-System kann mitσx = T′ : σx̄ angegeben werden, und man erhält
(T′ : σx̄) : εx = σx̄ : εx̄; σx̄ : (T′T : εx − εx̄) = 0 und εx = (T′T)−1 : εx̄ . (3.2.15)
Nutzt man jetzt zum Beispiel den elastischen Anteil des Materialgesetzes von Gl. (2.1.77), erhält
man mit
T′−1 : σx = Ex̄ : T′T : εx̄ und damit Ex = T′ : Ex̄ : T′T (3.2.16)
bzw.
Vx = T′ : Vx̄ : T′T (3.2.17)
die Transformation für die Materialtensoren.
3Die Bildung vonT erfordert dabei die allgemeine Tensormultiplikation, diezu Stufenerhöhung führt.
4Der hochgestellte Index gibt die Zugehörigkeit der Koordinaten der Tensoren zu den jeweiligen Koordinatensystemen
an.
44 3. Numerische Umsetzung im Rahmen der Finite-Elemente-Met hode
Der zweite Anstrich erfordert die Einführung eines weiteren TransformationstensorsT′′, der
nachGöldner(1992) bzw. Ogden(1997) von der Metrik des jeweiligen Koordinatensystems ab-
hängt. Für eine übersichtliche Darstellung ist es an dieserStelle zweckmäßig, von der Symbol- auf
die Indexschreibweise überzugehen (dabei gilt auch hier wider die Einsteinsche Summenkonven-
tion, außer die Indizes werden in Klammern gesetzt). Es sollen dafür die partiellen Ableitungen
der lokalen kartesischen Koordinaten ¯xk mit k = [1, 2, 3] nach den krummlinigen Koordinaten̄̄xλ
mit λ = [1, 2, 3]
ckλ =
∂x̄k
∂ ¯̄xλ
(3.2.18)
bezeichnet werden, die den Zusammenhang über das Fortschreiten auf der Koordinatenliniē̄xλ im
– vorerst – lokalen kartesischen Systemx̄ widerspiegelt. Der Vektorgλ = c
k
λek (mit ek als Einheits-
vektor im lokalen kartesischen System) gibt dabei die Größeund die Richtung des Fortschreitens
an, ist aber nicht zwangsläufig ein Einheitsvektor. Weiterhn ist seine Richtung nicht immer gleich.
Zur Vermeidung eines erhöhten Aufwandes bei der Formulierung physikalischer Probleme ist es
zweckmäßig, die Hilfsgrößen
gλµ = c
k
λc
k
µ mit µ = [1, 2, 3] bzw. g
λµ = cλkc
µ
k (3.2.19)
einzuführen, woraus man
|gλ| =
√
gλλ und |gλ| =
√
gλλ (3.2.20)
erhält. Da die ÄHZ eine zylindrische Struktur aufweist, iste sinnvoll, ein Zylinderkoordinaten-
system zur Approximation der Geometrie zu nutzen. Die Zylinderkoordinaten sind mit̄̄x1 =
r; ¯̄x2 = φ und ¯̄x3 = zgegeben durch
x̄1 = r · cosφ; x̄2 = r · sinφ und x̄3 = z . (3.2.21)
Damit können die Hilfsgrößen in Gln. (3.2.18) und (3.2.19) eindeutig berechnet werden. Laut
Göldner (1992) kann nun die Transformation eines Tensors zweiter Stufe (in diesem Fall des
Spannungstensors) von physikalischen lokal-kartesischen Koordinaten in physikalischen krumm-
linigen Koordinaten (und umgekehrt) angegeben werden mit
¯̄σλµ = σ̄kl c
k
λc
l
µ
√
g(λλ)
√
g(µµ)
︸                  ︷︷                  ︸
T′′λµkl
, (3.2.22)
woraus unmittelbar der unsymmetrische vierstufige TransformationstensorT′′ resultiert, der die
Transformation zwischen den Spannungstensoren mitσx̄ = T′′−1 : σ ¯̄x angibt. Da in dieser Arbeit
ausschließlich ein orthogonales Zylinderkoordinatensystem als krummliniges Koordinatensystem
genutzt wird, braucht man nicht zwischen ko- und kontravarinten Koordinaten unterscheiden
(Göldner, 1992). Unter Beachtung der obengenannten Forderung nach Gleichheit der Energie un-
ter Bezugssystemwechsel erhält man
Ex̄ = T′′−1 : E
¯̄x : (T′′−1)T und Vx̄ = T′′−1 : V
¯̄x : (T′′−1)T . (3.2.23)
Im allgemeinen können beide genannten Transformationen notwe dig sein. Damit resultieren die
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Materialtensoren in global-kartesischen Koordinaten zu
Ex(x) = T′ : T′′−1 : E
¯̄x : (T′′−1)T : T′T (3.2.24)
und
Vx(x) = T′ : T′′−1 : V
¯̄x : (T′′−1)T : T′T . (3.2.25)
Diese sind auf Grund der (krummlinigen) Zylinderkoordinaten Funktionen vonx. Da die numeri-
sche Integration in Gl. (3.2.10) nur an den Gaußpunkten anfällt, ist bei der numerischen Umset-
zung der Materialwert nur an diesen Punkten von Interesse. Damit sind vor jedem Integrations-
schritt die Materialwerte inE(ζm, χn, ξ0) bzw. V(ζm, χn, ξ0) unter Nutzung der Transformationen
Gln. (3.2.24) und (3.2.25) zu berechnen.
Diese umfangreichen Ausführungen wurden programmtechnisals user-Element in der kom-
merziellen FE-Software Ansysr umgesetzt. Das hat den großen Vorteil, daß sowohl das Pre- als
auch das Postprocessing, d.h. die Geometrieerstellung, Vernetzung und Formulierung der Rand-
bedingungen als auch die Ergebnisauswertung und Darstellung vollständig von Ansysr übernom-
men werden und damit jeder Anwender ohne besondere Zusatzkenn nisse dieses Element nutzen
kann. Weiterhin machen es die ausgereiften Lösungsroutinen in Ansysr möglich, auch Systeme
mit hohem Freiheitsgrad effizient zu lösen. Da letztendlich nach der internen Zusammensetzung
der Gesamtmatrizen das lineare Differentialgleichungssystem
M ~̈u+ D ~̇u+ K ~u = ~F (3.2.26)
mit dem Vektor~u der globalen Knotenverschiebungen, der MassenmatrixM, der Dämpfungsma-
trix D, der SteifigkeitsmatrixK und dem Knotenkraftvektor~F aufgestellt und analysiert wird, zeigt
sich auch, daß eine effiziente Berechnung im Frequenzbereich möglich ist (siehe unt n)5.
3.2.3. Fluidisches Finites Element
Die Formulierung einer Finiten-Elemente-Methode zur numerischen Lösung des Feldproblems
zur Beschreibung eines viskosen kompressiblen Fluids nachGl. (2.1.83) erfolgt im Rahmen ei-
ner Verschiebungs-Druck-Basierten Methode (Zienkiewicz und Taylor, 2005). Ausgehend vom
Materialgesetz lautet die schwache Form des Gleichgewichts äquivalent zu Gl. (3.2.3)
∫
V
̺ü · δu dV+
∫
V
(−pδ + 2ηε̇d) : ∇δu dV −
∫
Ot
t · δu dA= 0 . (3.2.27)
Der Druckp ist nun ein zusätzlicher Freiwert, für den analog zu Gl. (3.2.5) Ansatzfunktionen ein-
geführt werden müssen. Da der Druckp über den KompressionsmodulK mit den Verzerrungen
und damit dem Verschiebungsgradienten gekoppelt ist, ist es für eine konsistente Diskretisierung
notwendig, Ansatzfunktionen zu wählen, die einen Polynomgrad tiefer sind als jene, die für die
Verschiebungen gewählt wurden. Damit lautet die Approximation für den Druck und dessen Va-
5Der Übergang auf doppelt unterstrichene Symbole (Matrizen) und das Pfeilsymbol für Vektoren soll verdeutlichen,
daß für diese Größen die Transformationseigenschaften undvereinbarten Differentialoperationen, wie sie für Ten-
soren eingeführt wurden, nicht mehr gelten.
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riation
p =
8∑
I=1
NIp(ζ, χ, ξ) p̄
I bzw. δp =
8∑
I=1
NIp(ζ, χ, ξ) δp̄
I . (3.2.28)
Die trilinearen Ansätze sind auch hier in den natürlichen Koordinatenζ ∈ [−1, 1], χ ∈ [−1, 1] und
ξ ∈ [−1, 1] definiert
NIp =
1
8
(1+ ζIζ)(1+ χIχ)(1+ ξIξ) für I ∈ [1 : 8] (3.2.29)
und sind ebenfalls der Serendipity-Klasse zuzuordnen. Da für die linearen Funktionen nur jeweils
zwei Punkte zur eindeutigen Bestimmung notwendig sind, werden bei einem Hexaeder nur die
8 Eckenknoten einbezogen. Für die weiteren Schritte ist auch hier wieder die Berechnung der Ja-
kobideterminante notwendig, die den Zusammenhang zwischen dem Gradienten des Druckfeldes
in den verschiedenen Koordinatensystemen mit
∇ζN
I
p = J p · ∇NIp (3.2.30)
angibt. Damit erhält man nach Einsetzen in die schwache Formdes Gleichgewichts Gl. (3.2.27)
die diskretisierte Formulierung zu
20∑
I=1
20∑
K=1
∫
V̄e
̺NIuN
K
u ¨̄u
I
i δū
K
i |Ju| dV̄e
+
20∑
I=1
20∑
K=1
1
2
∫
V̄e
η
(
{∇NI } j ˙̄uIi + {∇NI }i ˙̄uIj −
1
3
δi jδkl . . .
. . .
(
{∇NI }l ˙̄uIk + {∇NI }k ˙̄uIl −
1
3
δi j δkl
))
{∇NK} j δūKi |Ju| dV̄e
−
8∑
I=1
20∑
K=1
∫
V̄e
NIp δi j {∇NKu } j p̄IδūKi |Ju| dV̄e
−
20∑
I=1
∫
Ōte
ti N
I
u δū
I
i |Ju| dĀe = 0 .
(3.2.31)
Analog Gl. (3.2.11) folgt in Matrixschreibweise
δ~ue
T
(Me ~̈ue + De ~̇ue + Ke
up
~pe− ~F e) = ~0. (3.2.32)
Dabei gibtKe
up
den Zusammenhang, d.h. die Kopplung zwischen den Knotendrücken und den
Knotenverschiebungen an. Da das Gleichgewicht nicht nur für alle Variationen von ¯uI , sondern
auch für alle Variationen von ¯pI gelten muß, ist es notwendig, Gl. (3.1.3) zu diskretisieren. Setzt
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man ebenfalls die Ansatzfunktionen ein und variiert über all p̄I , erhält man
−
20∑
I=1
8∑
K=1
∫
V̄e
1
2
δi j
(
{∇NIu} jūIi + {∇NIu}iūIj
)
NKp δp̄
K |Ju| dV̄e
−
8∑
I=1
8∑
K=1
∫
V̄te
1
κ
NIpN
K
p p̄
Iδp̄K |Ju| dV̄e = 0
(3.2.33)
und damit
δ~pe
T
(Ke
pu
~ue+ Ke
pp
~pe) = ~0 . (3.2.34)
Dabei erhält man eine weitere KopplungsgrößeKe
pu
, für die gilt Ke
pu
= (Ke
up
)T , und die Stei-
figkeitsmatrixKe
pp
für den Druckfreiheitsgrad. Die Berechnung der Integrale erfolgt wiederum
numerisch mit Hilfe der Gauß-Integration. Dabei sind zur Bestimmung vonKe
pp
nicht 3× 3 × 3
Integrationspunkte notwendig, sondern nur ein 2× × 2 Schema. Hier nehmenζm, χn, ξo (sie-
he Gl. (3.2.12)) die Werte
[
−
√
1/3;
√
1/3
]
und die Gewichtewmwnwo die Werte [1; 1] an. Das
resultierende Differentialgleichungssystem für ein Element lautet somit


Me
uu
0e
0e 0e


[
~̈ue
~̈pe
]
+


De
uu
0e
0e 0e


[
~̇ue
~̇pe
]
+


0e Ke
up
Ke
pu
Ke
pp


[
~ue
~pe
]
=


~F e
~0e

 (3.2.35)
Es ist zu beachten, daß die Steifigkeitsmatrix singulär ist,womit eine Lösung im statischen Fall
prinzipiell nicht gegeben ist.
Auch diese Formulierung wurde aus obengenannten Gründen inA sysr implementiert, wo-
mit nach Zusammensetzung der Gesamtsystemmatrizen obigesGleichungssystem ohne Beschrän-
kung auf ein Element resultiert. Auf Grund der gleichen Feldgleichungen sowohl für das linear-
viskoelastische als auch für linear-fluidische Problem istmit diesem Formalismus eine sehr ef-
fiziente Fluid-Struktur-Interaktion möglich. Die resultierende Matrixkopplung erlaubt, daß ohne
aufwendige Zeitintegration und Subiterationen zwischen dverschiedenen Feldern (Wall, 1999)
das komplette Feldproblem gelöst werden kann. Dies soll im nächsten Abschnitt kurz skizziert
werden.
3.2.4. Fluid-Struktur-Interaktion im Frequenzbereich
Als erstes soll eine Zerlegung der jeweiligen Knotenlösungvektoren im Hinblick auf ihre Kopp-
lung zum jeweils anderen Feldproblem erfolgen. Das bedeutet für das visko-elastische Feldpro-
blem eine Zerlegung in Knoten~us, die nicht mit Fluidknoten gekoppelt sind, sowie~us f, die zu
beiden Feldern zusammengehören, d.h.


Mss Mss f
Ms f s Ms f s f


[
~̈us
~̈us f
]
+


Dss Dss f
Ds f s Ds f s f


[
~̇us
~̇us f
]
+


Css Css f
Cs f s Cs f s f


[
~us
~us f
]
=
[
~Fs
~Fs f
]
. (3.2.36)
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Das fluidische Feldproblem kann ebenfalls auf diese Art zerlegt werden, wobei die Aufspaltung
ausschließlich die Verschiebungsfreiwerte betrifft


M f f M f s f 0
M f f s M f s f s 0
0 0 0




~̈uf
~̈uf s
~̈pf f


+


D f f D f s f 0
D f f s D f s f s 0
0 0 0




~̇uf
~̇uf s
~̇pf f


+


0 0 K f s f
up
0 0 K f s f s
up
K f f s
pu
K f s f s
pu
K f f
pp




~uf
~uf s
~pf f


=


~F f
~F f s
~0 f f


.
(3.2.37)
Unter der Forderung~uf s = ~us f und basierend auf den Untersuchungen vonBaumgart(2010) kön-
nen damit die für das gesamte zu lösende lineare Differentialgleichungssystem zweiter Ordnung
notwendigen reelwertigen und symmetrischen Systemmatrizen angegeben werden mit
M =


Mss Mss f 0 0
Ms f s Ms f s f + M f s f s M f f s 0
0 M f s f M f f 0
0 0 0 0


(3.2.38)
D =


Dss Dss f 0 0
Ds f s Ds f s f + D f s f s D f f s 0
0 D f s f D f f 0
0 0 0 0


(3.2.39)
C =


Css Css f 0 0
Cs f s Cs f s f 0 K f s f s
up
0 0 0 K f s f
up
0 K f s f s
pu
K f f s
pu
K f f
pp


(3.2.40)
mit dem Knotenvektor der generalisierten Koordinaten~q = [~u s; ~u s f; ~u f ; ~p f f ]T und dem Kno-
tenlastvektor der generalisierten Kräfte~Q = [ ~F s; ~F s f; ~F f ; ~0 f f ]T . Damit lautet die grundlegende
Bewegungsgleichung für erzwungene Schwingungen
M ~̈q+ D ~̇q+C ~q = ~Q . (3.2.41)
Die Forderung nach Stetigkeit in den Verschiebungen (und damit auch Geschwindigkeiten) an der
Kopplungsfläche ist damit nach der Erfüllung der Impulserhaltung Gl. (2.1.14) und der Gleichheit
der Spannungen in Normalenrichtung Gl. (2 1.15) die zweite Bedingung, die zur Erfüllung einer
vollständigen Fluid-Struktur-Interaktion notwendig ist(Papadakis, 2008).
Die Partitionierung der für das jeweilige Feld formulierten Systemmatrizen zeigt an, daß eine so-
genannte oberflächengekoppelte Fluid-Struktur-Interaktion bereitgestellt wird. Da in der Material-
gleichung (2.1.77) sowohl Fluid- als auch Struktureigenschaften an jedem Materiepunkt postuliert
wurden, kann man zusätzlich auch von einer volumengekoppelten Fluid-Struktur-Interaktion auf
lokaler Ebene ausgehen. Die Auflösung auf mikrostruktureller Ebene (Lokalisation) ist dagegen
nicht möglich, d.h. diese Art der Kopplung erfolgt homogenisiert über die Komponente.
Die Lösung der Bewegungsgleichungen kann bei harmonischerAnregung wiederum durch die
Lösung der zugehörigen komplexen Form erfolgen. Unter der Voraussetzung, daß die Lastfunktion
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~Q(t) sinusförmig mit konstanter Amplitude, Phase und Frequenzist, wird für die Last der Ansatz
~Q(t) = ~̃Q ejΩt (3.2.42)
mit der komplexen Erregerkraftamplitudẽ~Q und der ErregerkreisfrequenzΩ gemacht. Damit folgt
für ~q
~q = ~̃q ejΩt (3.2.43)
mit der komplexen Amplitudẽ~q. Werden diese Ansätze in Gl. (3.2.41) eingesetzt, führt dies zu
(C −Ω2M + jΩD) ~̃q = ~̃Q. (3.2.44)
Der darin auftretende Klammerausdruck wird dabei als komplexe Steifigkeitsgangmatrix̃C(jΩ)
bezeichnet (Hardtkeet al., 1997). Die InversionC̃−1 liefert die komplexe Nachgiebigkeitsgangma-
trix Ṽ(jΩ). Diese wird auch als komplexe Frequenzgangmatrix bezeichn t (Hardtkeet al., 1997).
Stellt man von der jeweiligen Komponente vonṼ(jΩ) den Imaginär- über dem Realteil dar, erhält
man eine Ortskurve, die das Verhalten zwischen der Krafterregung und der Verschiebung an der
jeweiligen Position beschreibt. Eine andere Möglichkeit dr Auswertung besteht darin, den Am-
plitudenfrequenzgang und den Phasenfrequenzgang darzustellen. Ersterer wird aus dem Betrag
| Ṽkl(jΩ) |=
√
ℜ2(Ṽkl(jΩ)) + ℑ2(Ṽkl(jΩ)) (3.2.45)
gebildet, letzterer durch
φkl(jΩ) = arctan
ℑ(Ṽkl(jΩ))
ℜ(Ṽkl(jΩ))
(3.2.46)
beschrieben. Die Indizesk und l kennzeichnen dabei die Position in der Frequenzgangmatrix.
Die Bestimmung mechanischer Impedanzen im Modell erfordert, n Quotienten eines Eintra-
ges des Lastvektors und eines Eintrages des Koordinatenvektors zu bilden. Das kann durch Ab-
leitung von Gleichung (3.2.44) nach der Zeit geschehen. Da Gleichung (3.2.44) das dynamische
Verhalten im Bild- oder Frequenzbereich beschreibt, bedeutet die Ableitung nach der Zeit, unter
Voraussetzung von Nullanfangsbedingungen, die Multiplikation mit jΩ. Nach kurzer Umformung
erhält man
(D + j(ΩM − 1
Ω
C)) ~̃v = ~̃Q. (3.2.47)
Dabei bedeuteñ~v die komplexe Geschwindigkeitsamplitude und der Klammerausdruck die kom-
plexe mechanische ImpedanzmatrixZ̃(jΩ), aus deren InversioñZ−1 die komplexe mechanische
AdmittanzH̃(jΩ) folgt.
Im Experiment sind Punktimpedanzen ermittelt worden. Das bedeutet, daß in der Mitte der Kuti-
kularplatte der ÄHZ näherungsweise eine KrafterregungQ̃z in Längsachsenrichtungzerfolgt. An
gleicher Stelle wird die Geschwindigkeit ˜vz in gleicher Richtung gemessen. Der Quotient einzelner
Einträge der Vektoren~v und ~Q
Q̃z
ṽz
= Z̃p (3.2.48)
wird dann mit Punktimpedanz̃Zp bezeichnet. Die Simulation am Finite-Elemente-Modell bedeutet
die Auswertung der Gleichung (3.2.47). Zur Verdeutlichung werden noch einige Vereinbarungen
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getroffen. Das Finite-Elemente-Modell soll den Freiheitsgradmhaben. Damit ist die Impedanzma-
trix Z̃ eine quadratische Matrix der Dimension (m×m). Damit kann Gleichung (3.2.47) geschrieben
werden als


z̃11 · · · z̃1m
...
. . .
...
z̃m1 · · · z̃mm




ṽ1
...
ṽm


=


Q̃1
...
Q̃m


. (3.2.49)
Sind die Schwinggeschwindigkeit ˜vk und die ErregerkraftQ̃k an einer Stellek mit k ∈ [1,m]
bekannt, kann diek-te Gleichung geschrieben werden als
z̃kk · ṽk +
m∑
l=1
z̃kl · ṽl = Q̃k mit l ∈ [1,m], l , k. (3.2.50)
Die Division durchṽk liefert
z̃kk +
1
ṽk
m∑
l=1
z̃kl · ṽl =
Q̃k
ṽk
. (3.2.51)
Es ist deutlich zu sehen, daß die auf diese Art berechnete Punktimpedanz an der Stellek auch
von den anderen Schwinggeschwindigkeiten abhängt. Außerdem kann man feststellen, daß diese
Auswertungkeineneinzelnen Eintrag der ImpedanzmatrixZ̃ liefert. Weitere Umformungen liefern
Q̃k
ṽk
= dkk + j
(
Ωmkk−
ckk
Ω
)
+
m∑
l=1, l,k
(
dkl
ṽl
ṽk
+ j
ṽl
ṽk
(
Ωmkl −
ckl
Ω
))
(3.2.52)
und nach Aufsplittung in Real- und Imaginärteil
Q̃k
ṽk
= dkk +
m∑
l=1, l,k
(
dkl ℜ
(
ṽl
ṽk
)
− ℑ
(
ṽl
ṽk
) (
Ωmkl −
ckl
Ω
))
︸                                                          ︷︷                                                          ︸
ℜ(Z̃p)
. . .
+ j


(
Ωmkk −
ckk
Ω
)
+
m∑
l=1, l,k
(
dkl ℑ
(
ṽl
ṽk
)
+ ℜ
(
ṽl
ṽk
) (
Ωmkl −
ckl
Ω
))


.
︸                                                                              ︷︷                                                                              ︸
ℑ(Z̃p)
(3.2.53)
Damit ist ersichtlich, daß sowohl Real- als auch Imaginärteil durch Trägheits-, Dämpfungs- und
Steifigkeitseinträge beeinflußt werden. Welche Einträge dominierend sind, kann im allgemeinen
nicht anhand dieser Gleichung, sondern nur durch Parameterstudien an einem vollständigen Finite-
Elemente-Modell festgestellt werden.
3.3. Erzwungene Balkenschwingung im viskosen Fluid –
numerische Lösung
Der in den vorhergenden Kapiteln aufgezeigte Weg der Formulierung einer Fluid-Struktur-Inter-
aktion im Rahmen einer Finite-Elemente-Methode stellt eine geeignete Möglichkeit dar, trotz
komplizierter Geometrien und vorhandener Materialanisotropien eine effiziente Lösung im Fre-
quenzbereich zu erhalten. In der Arbeit vonBaumgart(2010) sind u.a. das akustische Rohr, die
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Hohlkugel unter Außendruck sowie der oszillierende Zylinder im viskosen Fluid zur Überprüfung
der Tauglichkeit FE-Methode untersucht und mit den jeweilig n analytischen Lösungen verglichen
worden. Dabei wurde eine hohe Genauigkeit der Methode festgestellt.
In dieser Arbeit wird ergänzend dazu das im Kapitel1.2 vorgestellte Atomkraftmikroskop nu-
merisch analysiert. Zur Abschätzung der Genauigkeit wird dabei der Vergleich mit einer analyti-
schen Lösung (Sader, 1998) bzw. Kapitel1.2durchgeführt. Dabei wird das AFM selbst als unge-
dämpft, d.h.V = 0 (siehe Gl. (2.1.77)) betrachtet. Die Geometrie des AFM hat dabei die gleichen
Dimensionen wie im Kapitel1.2definiert. Die numerische Lösung im Rahmen der beschriebenen
Finiten-Elemente-Methode läßt keine unendlich großen Gebietsgrenzen zu. Daher muß der das
AFM umgebende Fluidraum genügend groß gewählt werden, um Randstörungen durch die Ge-
bietsgrenze zu vermeiden. Für die gegebene AFM-Geometrie ergibt sich daher ein nötiger Flui-
draum nach Abb.3.3.1von l1 = 130µm, l2 = 325µm bzw. l3 = 200µm. Bei diesen Abmaßen
xz
y
l1/2
l2
l3
A
B
Abbildung 3.3.1: Finite-Elemente-Modell
des AFM und umgebenden Fluids. (A) Die
Geometrie des Fluidraumes kann durch
Ausnutzung der Symmetrie (Balkenlängsach-
se) vereinfacht werden. Die geometrischen
Abmaße des AFM können Abb.1.2.2 ent-
nommen werden. Der notwenige Fluidraum
ist mit l1 = 130 µm, l2 = 325 µm und
l3 = 200 µm bestimmt worden. (B) Das
genutzte Finite-Elemente-Netz zeigt, daß
eine verhältnismäßig grobe Diskretisierung
für den betrachteten Frequenzbereich aus-
reichend ist. Als Randbedingungen wurden
Symmetrierandbedingungenuz = 0|z=0
sowie Verschiebungsrandbedingungen
ux = uy = uz = 0 an allen restlichen Außenflä-
chen (x = 0, x = l2, y = 0, y = l3, z = −l2/2)
des Modells vorgesehen. Der Freiheitsgrad
des damit resultierenden Modells beträgt
DOF= 8140 (“degree of freedom”).
unterscheiden sich die Lösungen in Abhängigkeit von den Fluidrandbedingungen im untersuchten
Frequenzbereich im Rahmen der numerischen Genauigkeit nicht mehr voneinander. In Abb.3.3.2
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sind die Ergebnisse der Verschiebungen an der Balkenspitze(x̄ = 1) in y-Richtung voneinander
getrennt nach Amplitude|W̄(1,Ω)| und Phasenlageφ(1,Ω) dargestellt. Dabei wurde die Viskosität
des umgebenden Fluids variiert und jeweils die numerische Lösung (rot, magenta, türkis) mit der
zugehörigen analytischen Lösung (jeweils schwarz) verglichen. Es ist dabei unabhängig von der
gewählten ViskositätηFluid des umgebenden Fluids eine sehr gute Übereinstimmung bis zueiner
Frequenz von ca. 50 kHz zu verzeichnen.
Abbildung 3.3.2: Verschiebungsantwort an der
Balkenspitze ( ¯x = 1) bei Anregung mit ei-
ner Flächenlast in Abhängigkeit von der dy-
namischen ViskositätηFluid des umgebenden
Fluids gemäß Legende. (A) Der Amplituden-
frequenzgang zeigt, daß trotz verhältnismäßig
grober Vernetzung nach Abb.3.3.1 bis zu ei-
ner Frequenz von ca. 50 kHz bei einer physika-
lisch sinnvollen Viskosität von WasserηFluid =
1 mPas und höher eine sehr gute Übereinstim-
mung mit der analytischen Lösung (schwarz
hinterlegt) besteht. Das gleiche gilt für den Pha-
senfrequenzgang (B). Leichte Abweichungen
sind dabei nur bei höheren Frequenzen und be-
sonders bei geringer Dämpfung im Bereich der
Resonanzstellen zu sehen6.
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Ein ähnliches Verhalten kann bei Anregung mit einer Punktkraf an der Balkenspitze beobach-
tet werden (Abb.3.3.3). Mit diesem Beispiel kann gezeigt werden, daß die formulierte Finite-
Elemente-Methode sehr gut geeignet ist, eine Fluid-Struktu -Interaktion im Frequenzbereich effi-
zient und mit hoher Genauigkeit zu beschreiben. Mit dieser Mthode ist es auch möglich, kom-
pliziertere AFM-Geometrien zu berücksichtigen, die auf analytischem Wege kaum zu bewältigen
wären. Abschließend soll praxisrelevant der Einfluß der Viskosität des umgebenden Fluides sowie
eine Änderung der Länge des AFM auf die Korrekturfunktionenuntersucht werden.
3.4. Erweiterte mechanische Betrachtungen zum Atomkraftm ikroskop
Die Bestimmung der axialen Impedanzen der ÄHZ mit Hilfe eines Atomkraftmikroskopes in einer
viskosen Fluidumgebung unter Ausnutzung der bekannten Lösung für das isolierte AFM-Problem
stellt hohe Anforderungen an die Fähigkeiten des Experimentators. Die Auswahl der Experimen-
tierumgebung und des AFM-Balkens selbst sind für die Ermittlung der Zelleigenschaften von
großer Bedeutung. Die Auswahl der Ersatzflüssigkeit in Formder Hankschen Lösung erfolgt pri-
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Abbildung 3.3.3: Verschiebungsantworten bei
Anregung mit einer konstanten Punktkraft an
der Balkenspitze bei Variation der Viskosität
des umgebenden viskosen Fluids laut Legende.
(A) Der Betrag der jeweiligen Verschiebungs-
antworten; (B) Phasenfrequenzgänge; Für bei-
de Diagramme sind wiederum zur Kontrolle
die jeweils zugehörigen analytischen Lösungen
schwarz hinterlegt.
mär unter dem Gesichtspunkt der Nachbildung der chemischenZusammensetzung der Innenohr-
flüssigkeit. Sie hat aber ebenfalls Auswirkungen auf die mechanischen Eigenschaften des AFM.
In Abb. 3.4.1sind die bereits im Kapitel1.2 eingeführten Korrekturfunktionen zur Umrechnung
von Einzelkraftbelastung und Flächenkraft als Funktion der Fluidviskosität dargestellt. Es zeigt
sich, daß die Änderung vonηFluid um zwei Größenordnungen sowohl den Real- als auch den Ima-
ginärteil beeinflussen. Eine Erhöhung der Viskosität führtzwangsläufig zu einer Verringerung der
Eigenfrequenzen und damit zu einer Erhöhung des Auftretenskriti cher Bereiche (Polstellen). Da
jedoch im Rahmen der Experimente eine Änderung der Viskositäten in dieser Dimension nicht zu
erwarten sind, ist diese Problematik nur von theoretischerBedeutung.
Im Gegensatz dazu haben die Experimente gezeigt, daß zum Erreichen eines guten Signal-
rauschabstands und damit sicherer Ermittlung der Zelleigenschaften eine hohe Nachgiebigkeit
des AFM erforderlich ist. Dem gegenläufig ist das Problem vonResonanzfrequenzen des AFM
im zu untersuchenden Messbereich. In Abb.3.4.2sind exemplarisch zwei verschiedene Balken-
geometrien gegenübergestellt. Während der Querschnitt beibehalten wurde, ist eine zusätzliche
Balkenlänge von 450µm untersucht worden. Wie zu erwarten, treten beim längeren Balken nied-
rigere Eigenfrequenzen auf und erfordern die gesonderte Behandlung bei der Korrektur der axialen
Impedanzen der ÄHZ. Allerdings ist diese Problematik mit Hilfe der in dieser Arbeit ermittelten
Korrekturfunktionen lösbar geworden. So können im Anregungsspektrum im Vorfeld abgeschätzte
6Wie eine Netzverfeinerung zeigt, sind die Unterschiede dabei nicht auf die grobe Vernetzung zurückzuführen. Viel-
mehr liegen die Gründe darin, daß die numerische Lösung nicht auf Balken-, sondern auf Volumenelementen beruht.
Weiterhin stellt die Lösung nachSader(1998) auch keine exakte analytische Lösung dar, so daß exakte Konvergenz
nicht zu erwarten ist.
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Abbildung 3.4.1: Einfluß der Fluidviskosität
auf die Korrekturfunktionen für die komple-
xen Impedanzwerte des AFM. (A) Verhältnis
der Realwerteℜ{ZF }/ℜ{Zq} und (B) Verhält-
nis der Imaginärwerteℑ{ZF }/ℑ{Zq}. Beide Kur-
venscharen zeigen, daß eine frequenzabhängi-
ge Korrektur immer notwendig ist. Problema-
tisch ist diese Korrektur an Pol- und Nullstellen
der Kurven fürℜ{ZF } undℜ{Zq} bzw.ℑ{ZF }
undℑ{Zq}. Hier muß stets eine gesonderte Be-
trachtung erfolgen. Die Steigerung der dynami-
schen Viskosität spielt dabei nur eine unterge-
ordnete Rolle. Tendenziell führtηFluid → ∞ zu
einer Glättung der Kurven, muß jedoch wegen
unrealistischer Werte im konkreten Fall außer
acht gelassen werden.
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kritische Frequenzen ausgelassen werden. Andererseits ermöglicht der nachgiebigere AFM zuver-
lässigere Ergebnisse der ÄHZ Impedanzen. Zukünftige Messungen auch an nachgiebigeren Zel-
len (z.B. Deiter- oder Hensenzellen) können damit in Zukunft mittels dieser Messtechnik möglich
sein.
Die Bereitstellung einer neuartigen FE-Formulierung und deren erfolgreichen Überprüfung
durch Vergleich mit analytisch berechenbaren Beispielen ermöglicht nun die Erstellung und Ana-
lyse eines FE-Modells einer isolierten äußeren Haarsinneszell . Im folgenden Kapitel wird durch
Parameterstudien eine Antwort über zugrundeliegende Mechanismen der Zellmechanik ermög-
licht, die zu den gemessenen Impedanzverläufen nach Abb.1.2.8führen.
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Abbildung 3.4.2: Einfluß der AFM-Länge auf
die Korrekturfunktionen für die komplexen Im-
pedanzwerte des AFM. (A) Verhältnis der Re-
alwerteℜ{ZF }/ℜ{Zq} und (B) Verhältnis der
Imaginärwerteℑ{ZF }/ℑ{Zq}. Es zeigt sich, daß
ein längerer und damit nachgiebigerer AFM-
Balken zwar durch seine geringeren Impedanz-
werte (nicht dargestellt) zu einem verbesserten
Signalrauschabstand bei Messungen an Zell-
strukturen führt. Auf Grund niedrigerer Re-
sonanzfrequenzen und damit im Meßbereich
komplizierteren Frequenzgangs führt es jedoch
zu Korrekturfunktionen mit einer hohen An-
zahl von gesondert zu behandelten Frequenzab-
schnitten.
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Kapitel 4
Modell der äußeren Haarsinneszelle
Basierend auf den vorgestellten Gleichungen, der Diskretisierung und der Implementierung der
Finiten-Elemente-Methode erfolgt in diesem Kapitel die Modellierung und numerische Simulati-
on einer ÄHZ. Dabei wird auf die Geometrie und die Randbedingungen eingegangen. Die verwen-
deten Materialgesetze mit dazugehörigen Werten werden ausführlich dargestellt. Dabei wird ein
Überblick über die Literatur gegeben und die Auswahl der Materi lparameter in diesem Kontext
diskutiert.
4.1. Geometriemodell
Der Erstellung eines Finite-Elemente-Modells geht die Festlegung der Geometrie voraus. Dabei
wird unter Verweis auf Abb.1.2.1von einem rotationssymmetrischen Problem mit einer verhält-
nismäßig kurzen ÄHZ ausgegangen. Wie in der Einleitung ausgeführt, erfolgt keine Berücksichti-
gung des AFM sowie des umgebenden Fluids. Die Pipette kann als hinreichend starr gegenüber der
ÄHZ angesehen werden, so daß deren Einfluß lediglich in Form vn geeigneten Randbedingungen
berücksichtigt wird. Eine Prinzipskizze mit den verwendeten Randbedingungen ist in Abb.4 1.1
gegeben. Die Ermittlung geeigneter Materialparameter wird in einer umfangreichen Parameterstu-
die an einer Referenzgeometrie durchgeführt. Es wurde dafür eine 25µm lange Zelle modelliert
mit einem Radius an der Kutikularplatte vonr0 = 5 µm. Übereinstimmend mitLi et al. (2002)
wird die Zellwanddicke mith = 100 nm angenommen. Da in der experimentellen Situation ein
Teil der ÄHZ in die Pipette eingesaugt wird, wird als freie Länge der Zellwand (außerhalb der
Pipette) ein Wert vonl0 = 20 µm eingestellt. Die Berücksichtigung der unterschiedlichen Vor-
deformationszustände soll, wie in Kapitel2 aufgezeigt, durch eine Geometrieanpassung erfolgen.
Dabei werden keine Vorspannungseffekte berücksichtigt. Die Modellierung einer Vordeformati-
on von 0µm würde zu einer ungekrümmten Zellwand führen. Dies ist als kritisch zu bewerten,
da die Kompression eines dünnwandigen Behälters zu Instabilitäten führen kann. Außerdem ist
in Abb. 1.2.1ersichtlich, daß die reale ÄHZ in diesem Experiment kein idealer geradwandiger
Zylinder ist, womit eine solche Modellierung als ungeeignet anzusehen ist.
Im Modell wird ausschließlich eine vordeformierte ÄHZ mit Werten vonx1 = 1 µm, x2 = 3 µm
undx3 = 5µm untersucht. Dabei soll übereinstimmend mit Abb.1.2.1ein konstanter, vordeforma-
tionsunabhängiger maximaler Radius von 7.6 µm genutzt werden1. Diese Vereinfachungen führen
1Diesen Radius erhält man, wenn man für ein 25µm lange Zelle (davon 5µm eingesaugt) fordert, daß bei einer
Vordeformation von 1µm die deformierte Wandlänge gleich bleibt.
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Abbildung 4.1.1: Skizze der Modellgeome-
trie. Die ÄHZ hat die Ausgangslängel0,
den Ausgangsradiusr0 und die Wanddicke
h. Die mikrostrukurellen Eigenschaften der
Zellwand werden nicht berücksichtigt. Die
Zellwand (beeinhaltet auch das basale Ende)
und die Kutikularplatte werden getrennt von-
einander behandelt. Die berechneten Vorde-
formationszustände sind durch die Koordina-
ten x1, x3, x5 gekennzeichnet. Während das
extrazelluläre Fluid aus den Meßwerten her-
ausgerechnet wurde (Scherer und Gummer,
2004) findet nur das intrazelluläre Fluid Be-
achtung. Weiterhin wurde die Rotationssym-
metrie ausgenutzt.
dazu, daß im Modell auf Grund des veränderten Volumens keineexakte Einhaltung der Massen-
konstanz auftritt. Um diesen Einfluß zu untersuchen, wird ine Modellrechnungen die Dichte
variiert, um den Einfluß der Trägheitseff kte für den untersuchten Frequenzbereich zu quantifizie-
ren.
4.2. Materialwerte des Finite-Elemente-Modells
Das Finite-Elemente-Modell der ÄHZ besteht aus den drei Komp nenten inneres Fluid, Kuti-
kularplatte und Zellwand. Für alle drei wird jeweils ein Satz von Materialwerten abhängig vom
gewählten Materialmodell benötigt. Dabei werden folgendeVereinbarungen getroffen:
1. Das Fluid wird als isotrop vorausgesetzt (durch Zellkernsowie intrazelluläre Proteingeflech-
te eventuell auftretende Anisotropien werden nicht berücksichtigt).
2. Die Kutikularplatte, gekennzeichnet durch kurzfasrige, zufällig angeordnete Aktinfilamente
(Tilney et al., 1980) wird als isotrop und linearelastisch angesehen.
3. Die Zellwand wird als orthotropes Volumen behandelt. Dabei wird die bekannte dreilagige
Struktur vereinfacht als homogenes Medium betrachtet.
4. Die Dichte aller Komponenten ist gleich.
4.2.1. Intrazelluläres Fluid und Kutikularplatte
Zur Beschreibung des Materialverhaltens des inneren Fluids sind nach Gl. (2.1.83) zwei Materi-
alwerte anzugeben, der KompressionsmodulκFluid und die dynamische ViskositätηFluid. Während
für den Kompressionsmodul sinnvollerweise der Wert von Wasser von 2 GPa genommen wer-
den kann, ist eine Angabe der Viskosität auf Grund einer lückenhaften Datenbasis nicht mög-
lich (Fung, 1993; Liao et al., 2005b). Daher wird dieser Wert als freier Parameter im Bereich
ηFluid = [1; 3; 5; 10] mPa·s variiert.
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Abbildung 4.2.1: Finite-Elemente-Modell der
ÄHZ mit Vernetzung. Aus Symmetriegründen
ist nur ein Viertel dargestellt und gerechnet.
Die Aufteilung in Kutikularplatte (orange),
Zellwand (blau) und inneres Fluid (grau) erfolgt
über verschiedene Materialeigenschaften. Alle
Komponenten sind mit Volumenelementen mit
quadratischen Ansatzfunktionen für die Verschie-
bung und Geometrie und, im Falle des inneren
Fluides, mit linearen Ansatzfunktionen für den
Druck vernetzt. Äquivalent zum Experiment wird
in der Mitte der Kutikularplatte inz-Richtung eine
harmonische Punktkraft aufgebracht. Neben den
Symmetrierandbedingungen (uϕ = 0 beiϕ = 0 und
uϕ = 0 beiϕ = 90) werden homogene Verschie-
bungen an der Pipettenkontaktstelle eingebracht,
d.h.ur = uϕ = uz = 0. beiz= r0, r = r0
Die Kutikularplatte besteht vorwiegend aus Aktinfilamenten, deren E-Modul gut in der Lite-
ratur dokumentiert ist. Dabei kann besonders aufJanmeyet al. (2004) verwiesen werden, wo
ein guter Überblick über die vorhandenen Experimente und deren Ergebnisse gegeben wird. In
dieser Arbeit wird daher ein Wert vonEKut = 1 GPa gewählt. Auf Grund der vorausgesetzten
Isotropie im Material ist noch die Angabe der QuerkontraktionszahlνKut notwendig. Da diese
unbekannt ist, wird sie ebenfalls als freier Parameter eingeführt. Dabei nimmtνKut die Werte
νKut = [0.49; 0.4999; 0.499999] an. Der KompressionsmodulκKut für ein isotropes linear-elastisches
Material lautet
κKut =
EKut
3 (1− 2νKut)
. (4.2.1)
Damit ergeben sich Kompressionsmoduli vonκKut = [33; 3300; 330000] GPa, was Werten weit
über den von Wasser entspricht und somit im Vergleich dazu als inkompressibel angesehen werden
kann. Auf Grund des hohen E-Moduls ist dabei niederfrequentk i e wesentliche Deformation der
Kutikularplatte, sondern vielmehr eine Bewegung als starrer Körper zu erwarten. Deshalb wird
auch von einer gesonderten Einführung einer Materialdämpfung abgesehen. Um abzuschätzen,
welchen Einfluß die Trägheitseff kte auf die Ergebnisse haben, wurde die Dichte̺Fluid und̺Kut mit
[1000; 3000; 5000] kg/m3 gleichzeitig variiert.
4.2.2. Basolaterale Zellwand
Die basolaterale Zellwand soll als orthotropes linear-viskoelastisches Material vom Voigtschen
Typ behandelt werden. Dabei wird das Materialgesetz nach Gl. (2.1.77) verwendet, das in Ma-
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trixnotation nach Voigt als
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bzw. in Kurzform als
~σ = E · ~ε + V · ~̇ε (4.2.3)
geschrieben werden kann, wobeiE die Elastizitätsmatrix undV die Viskositätsmatrix sind. Wei-
terhin bedeutenEi die E-Moduli, νi j die Querkontraktionszahlen,Gi j die Schubmoduli. Dieηi j
sind die dynamischen Schubviskositäten, undγi bzw. θi j führen zu Normaldehnungs- und Volu-
mendehnungsdämpfungen. Dabei entsprechen die Indizes denVorzugsrichtungenr, ϕ undz, wie
sie im Koordinatensystem in Abb.4.2.1eingeführt wurden. Auf Grund der Voraussetzung eines
elastischen Potentials folgt die Symmetrie vonE und damit direkt vonV (siehe Kapitel2). Es sind
zur eindeutigen Beschreibung insgesamt 18 unabhängige Konstanten notwendig.
Das Experiment hat gezeigt, daß in guter Näherung von einem achsensymmetrischen Problem
ausgegangen werden kann2. Die Bedingungen dafür lautenεrϕ = εϕz = 0, ε̇rϕ = ε̇ϕz = 0 und
σrϕ = σϕz = 0. Damit folgt für das Materialgesetz
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und damit eine Reduktion der Anzahl der unbekannten Werte auf 14.
4.2.2.1. Elastische Eigenschaften
Aus den in Kapitel1 zitierten, auf einer 2D Membrantheorie aufbauenden Modellen können nä-
herungsweise die drei WerteEϕ, Ez und νϕz gewonnen werden. Diese Theorie wurde erstmals
von Iwasa und Chadwick(1992) auf die ÄHZ angewendet. Grundlage sind dabei Experimente
an isolierten ÄHZ, wo der Zellinnendruck (Turgor) variiertwurde und abhängig von diesem die
Zellängsdehnungεzz und Durchmesseränderung (korreliert mit der Umfangsdehnung εϕϕ) gemes-
sen wurde. In Abhängigkeit vom Außenradiusr0 der Zelle kann der Zusammenhang zwischen
2Die vorgestellte numerische Umsetzung erfolgt im Rahmen einer dreidimensionalen Theorie, wohingegen bei Ach-
sensymmetrie eine Reduktion auf 2D erfolgt. Das entwickelte Modell hingegen zeigt, daß die ParameterGϕz, Grϕ
und ηϕz, ηrϕ trotz Änderung um mehrere Größenordungen keinen Einfluß aufdie Ergebnisse haben. Umgekehrt
betrachtet, kann daher bei dieser Versuchsanordnung auch keine Ermittlung dieser Parameter erfolgen.
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Dehnungen, Innendruckänderung∆p und äußerer axialer KraftFzt angegeben werden mit
A11 εzz+ A12 εϕϕ =
r0 ∆p
2
+
Fzt
2πr0
A12 εzz+ A22 εϕϕ = r0 ∆p .
(4.2.5)
A11, A12 bzw.A22 sind dabei die zu bestimmenden Konstanten. Setzt man auch hier sinnvollerweise
ein orthotropes Materialgesetz an (Tolomeo und Steele, 1995), ergibt sich dieses zu
σzz=
Ez
1− νzϕνϕz
(εzz+ νϕz εϕϕ)
σϕϕ =
Eϕ
1− νzϕνϕz
(εϕϕ + νzϕ εzz) .
(4.2.6)
Nutzt man die Formel für einen dünnwandigen Zylinder unter Innendruck mit der Wanddickeh
mit Fzt = 0
σzzh =
r0 ∆p
2
+
Fzt
2πr0
σϕϕ h = r0 ∆p ,
(4.2.7)
die den Zusammenhang zwischen mechanischen Spannungen undder Innendruckänderung wie-
dergeben, erhält man durch Koeffizientenvergleich aus Gl. (4.2.5) mit Gl. (4.2.6)
A11 =
Ez h
1− νzϕνϕz
, A12 =
Ezνϕz h
1− νzϕνϕz
und A22 =
Ezνϕz h
νzϕ − ν2zϕνϕz
. (4.2.8)
Weiteres Umstellen führt zu
A11 =
A22 νzϕ
νϕz
und A12 = A22 νzϕ . (4.2.9)
Unter der Kenntnis der MeßwerteA11, A12 undA22 können nun die drei Materialwerte bestimmt
werden. In Abhängigkeit vom jeweiligen Experiment sind unterschiedliche Werte ermittelt wor-
den. In Tab.4.2.1wird ein Überblick über die publizierten Daten gegeben. ZurAbschätzung der
Tauglichkeit der publizierten Werte werden noch die Zellängssteifigkeit und die gewonnene Er-
kenntnis der Zellverkürzung bei Turgorerhöhung (Iwasa und Chadwick, 1992) betrachtet. Bei der
Annahme∆p = 0 läßt sich aus Gl. (4.2.5) die Zellängssteifigkeit mit
kzelle =
Fzt
εzz · l0
=
A11− A212/A22
l0
· 2πr0 (4.2.10)
angeben. Dabei istl0 die Referenzlänge der ÄHZ. Unter Nutzung dieser Größe ist zuerkennen,
daß die vonIwasa und Chadwick(1992) ermittelte Steifigkeit bei einer Zellänge von 20µm auf
eine Steifigkeit vonkZelle = 22 mN/m führt. Dieser Wert ist dabei bis 10fach höher als andere in
der Literatur dokumentierte Werte (Franket al., 1999; Dallos et al., 2008). Dabei muß beachtet
werden, daß Gl. (4.2.10) keine zusätzlich denkbare Versteifung auf Grund des inneren schwach
kompressiblen Fluids berücksichtigt. Die Lösung für dieses Problem liegt in der Wahl der ermit-
telten Werte fürA11, A12 und A22. Die Messung allein vonεzz, εϕϕ und∆p führt nicht zu einer
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Tabelle 4.2.1: Messergebnisse (kur-
siv: berechnet aus Gl. (4.2.8)) und
elastische Konstanten (Zellwanddi-
ckeh = 100 nm)
Referenz:
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A11 0.16 N/m 0.17 N/m 0.016 N/m 0.043 N/m
A12 0.08 N/m 0.09 N/m 0.029 N/m 0.042 N/m
A22 0.04 N/m 0.04 N/m 0.056 N/m 0.061 N/m
Ez 12 kPa 16 kPa 9.8 kPa 140 kPa
Eϕ 48 kPa 64 kPa 34 kPa 200 kPa
νϕz 0.5016 0.5026 1.81265 0.98
eindeutigen Lösung von Gl. (4.2.5).
Die auf einer Schalentheorie basierenden Materialwerte von Spectoret al. (1998c) beeinhalten
zwar die Orthotropie im Material, führen jedoch, angewendet auf das Turgorexperiment, zu einer
positiven Zellängsdehnung bei steigendem∆p, das nicht mit der Beobachtung vonIwasa und
Chadwick(1992) übereinstimmt. Außerdem führen sie zu einer extrem kleinen unphysiologischen
Längssteifigkeit. Das Problem bei diesem Datensatz bestehthöc stwahrscheinlich darin, daß die
zugrundeliegenden Mikropipettenexperimente (Hochmuth, 1993; Spectoret al., 1998a) zu sehr
großen Deformationen führen, die keine Anwendung einer linaren Theorie erlauben. Dagegen
erfüllen die Werte vonTolomeo und Steele(1995) die letztgenannte Bedingung und resultieren in
einer Zellängssteifigkeit vonkZelle = 1.54 mN/m, die physiologisch realistisch ist. Somit wird in
dieser Arbeit auf Daten vonTolomeo und Steele(1995) aufgebaut.
Die 2D Membrantheorie ist vom Wesen her eine biegemomentenfrei Theorie. Auch kann die
Membran keine Schubkräfte über der Dicke aufnehmen. Prinzipiell ist eine Schubkomponente
in derϕz-Ebene möglich, auf Grund des gewählten Ansatzes Gl. (4.2.5) bleibt diese jedoch un-
berücksichtigt. NachEvans und Skalak(1980) besteht die Möglichkeit, die Gleichungen (4.2.5)
derart zu formulieren, daß die lineare Abhängigkeit von denV rzerrungsdifferenzen ausgedrückt
wird, d.h.
C0(εzz+ εϕϕ) +C1(εzz− εϕϕ) =
r0 p
2
+
Fzt
2πr0
C0(εzz+ εϕϕ) +C1(εϕϕ − εzz) = r0 p .
(4.2.11)
Dabei wirdC0 als “area modulus” undC1 als “shear modulus” bezeichnet (sieheIwasa und Chad-
wick (1992); Ratnanatheret al. (1996b)). Zumindest der Begriff “shear modulus” ist als irrefüh-
rend zu bezeichnen, da der Vergleich mit dem MaterialgesetzGl. (4.2.6) zu
C1 =
h (Ez− Eϕνzϕ)
2 (1− νzϕνϕz)
(4.2.12)
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führt. Da im Falle materieller Orthotropie der Schubmodul frei wählbar ist, stehtC1 nicht in ei-
nem Zusammenhang mit einem Schubmodul. Nur im Falle angenommener Isotropie der Zellwand
ergibt der Ausdruck fürC1 den SchubmodulG, allerdings mit der Wanddickeh multipliziert, und
ist damit eine Bauteilgröße, d.h.
C1iso =
Eisoh (1− νiso)
2 (1− ν2iso)
=
Eisoh
2 (1+ νiso)
= Giso · h . (4.2.13)
Das bedeutet jedoch nicht, daß in der Membran eine Schubgröße auftritt. Nur auf Grund eines
isotropen Materialgesetzes tritt mathematisch der Schubmodul auf, weil hier ein Zusammenhang
zwischenEiso, νiso undGiso besteht.
Zur Abschätzung der noch vier verbliebenen zu bestimmendenelastischen Parameter inE sollen
die Gleichungen zur Festsetzung inkompressiblen Materialv rhaltens genutzt werden. Sie lauten
nachKey (1969)
1− νrϕ − νrz = 0; 1− νϕr − νϕz = 0 und 1− νzr − νzϕ = 0 . (4.2.14)
Unter Nutzung der Symmetrie vonE können weitere Bedingungen abgeleitet werden (Fleischer
et al., 2010). Sie lauten:
νzϕ = νϕz
Ez
Eϕ
; νrz =
1
1+ Ezνzr
νϕr
Eϕ
und νrϕ =
νϕr
Eϕ
νrz
νzr
Ez . (4.2.15)
Da das Material sich vollständig elastisch verhalten muß (siehe Kapitel2), kann der Gleichungs-
block (4.2.14) nicht exakt erfüllt werden. Er dient jedoch als Ausgangspunkt für die gezielte Ein-
stellung einer geringen Kompressibilität.
Ausgangspunkt ist die linke, obere 3× 3-Matrix in Ē in Gl. (4.2.2) bzw. Gl. (4.2.4). Die Determi-
nante|Ē| lautet
|Ē| = 1
ErEϕEz
(
1− ν2rϕ
Eϕ
Er
− ν2ϕz
Ez
Eϕ
− ν2rz
Ez
Er
− 2νrϕνϕzνrz
Ez
Er
)
. (4.2.16)
Im Spezialfall der Isotropie vereinfacht sich Gl. (4 2.16) zu
|Ē
iso
| = 1
E3iso
(1− 3ν2iso − 2ν3iso) =
1− 3ν2iso − 2ν3iso
27κ3iso (1− 2νiso)3
. (4.2.17)
Im Falle κiso → ∞ bzw. νiso → 0.5 geht |Ē
iso
| → 0. Damit wird |Ē
iso
| singulär, was in diesem
Fall mit der Inkompressibilität zusammenhängt (siehe Gl. (4.2.1)). Für ein orthotropes Material
kann im allgemeinen kein Kompressionsmodul als skalare konstante Größe eingeführt werden.
Die allgemeine Definition fürκ lautet nachItskov und Aksel(2002)
κ(σ, ε) =
1
3
sp(σ)
sp(ε)
(4.2.18)
und ist damit eine Funktion des Spannungs- und Verzerrungste sors. Da dies keine Möglichkeit
eines Vergleiches mit der Kompressibilität des isotropen Fluids liefert, wird durch Einführung
eines mittleren, äquivalenten isotropen Materials über Glichsetzung der Determinante ein Kom-
pressionsmodulκequiiso ermittelt. Fordert man für das äquivalente isotrope Materil, daß der E-Modul
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Tabelle 4.2.2:Elastische Eigenschaften der basolateralen Zell-
wand bei einer Wanddicke von 100 nm
Einträge inE Wert
Ez 9.8 kPa
Eϕ 34 kPa
νrϕ −0.96276
νϕz 1.81265
νrz 1.96276
Abbildung 4.2.2: Er in Abhängigkeit vonν
equi
iso .
Bei νequiiso = 0.488 tritt eine Polstelle auf (ge-
strichelte Linie). Werteνequiiso < 0.488 führen
auf negativeEr . Zwei weitere Polstellen bei
ν
equi
iso = −0.86 und ν
equi
iso = −1.13 sollen un-
berücksichtigt bleiben. Für die Modellbildung
ist demnach nur der Bereichνequiiso > 0.488
relevant. In der Parameterstudie wurden drei
Werte zu νequiiso = [0.49; 0.4999; 0.499999]
gewählt (gefüllte Kreise), die zuEr =
[249.628; 40.625; 40.284] kPa führen.
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Er EϕEz definiert ist, erhält man durch
Gleichsetzung von Gl. (4.2.16) und Gl. (4.2.17) unter Beachtung von Gl. (4.2.15)
Er =
ν2rϕEϕ + ν
2
rzEz + 2νrϕνϕzνrzEz
3
(
νequiiso
)2
+ 2
(
νequiiso
)3 − ν2ϕz EzEϕ
(4.2.19)
einen Ausdruck fürEr , der nur von den bisher ermittelten Größen und einem frei wählbarenν
equi
iso
abhängt. Ein äquivalenter Kompressionsmodul kann damit mit
κequiiso =
Eequiiso
3 (1− 2νequiiso )
(4.2.20)
angegeben werden. Wie in Gl. (4.2.19) ersichtlich, sind in Abhängigkeit vonνequiiso Polstellen zu er-
warten. Weiterhin stellen sich für bestimmteνequiiso nichtphysikalische negativeEr ein. In Abb.4.2.2
ist der Verlauf vonEr in Abhängigkeit vonν
equi
iso unter Nutzung der Werte aus Tab.4.2.2dargestellt.
Dabei sind fürνequiiso > 0.488 die Werte fürEr positiv. Somit soll nur dieser Bereich berücksichtigt
werden. Der damit resultierende funktionelle Verlauf fürκequiiso kann Abb.4.2.3entnommen werden.
Er verhält sich im log-log-Diagramm abνequiiso ≈ 0.492 linear-proportional zu 0.5− νequiiso . Bei einem
Wert vonνequiiso ≈ 0.499998 ergibt sich ein mittlerer Kompressionsmodul ähnlicdem von Wasser
(gestrichelte Linie). Zusammenfassend kann für die elastischen Eigenschaften ein Satz von Ma-
terialwerten fürEϕ, Ez, νrϕ, νrz undνϕz gewonnen werden. Die zwei verbliebenen GrößenEr und
Grz werden als freie Werte in der Parameterstudie untersucht.
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Abbildung 4.2.3: κequiiso in Abhängigkeit von
ν
equi
iso . Wie in der Unterschrift von Abb.4.2.2
gezeigt, findet nur der Bereichνequiiso > 0.488
Beachtung. Die Wahl von drei Wertenνequiiso =
[0.49; 0.4999; 0.499999] führt auf κequiiso =
[0.72; 40; 3960] MPa (gefüllte Kreise). Damit
kann die Kompressibilität des orthotropen Ma-
terials mit der von Wasser von 2 GPa (gestri-
chelte Linie) verglichen werden.
4.2.2.2. Viskose Eigenschaften
Die Bestimmung der viskosen und damit dissipierenden Eigenschaften der basolateralen Wand
der ÄHZ erfolgt unter zwei Gesichtspunkten. Einerseits erfordert das die Ermittlung der Größen-
ordnungen der Werte in der ViskositätsmatrixV in Gl. (4.2.4), andererseits aber auch eine Über-
prüfung der u.U. notwendigen Anisotropiebedingungen inV zur qualitativen Abbildung der ge-
messenen Impedanzkurven.
Werden die dämpfenden Eigenschaften allein durch subzelluläre Flüssigkeiten hervorgerufen, ist
prinzipiell eine isotrope Dämpfung zu erwarten. In Kapitel2 wurde die Herleitung eines isotropen
fluidischen Materialgesetzes vom Newtonschen Typ unter derBedingung einer reinen Volumen-
dilatation vorgestellt. Analog zu einem isotropen elastischen Material lautet die allgemeine Form
einer isotropen Viskositätsmatrix
V
iso
=


λv + 2ηrz λv λv 0
λv λv + 2ηrz λv 0
λv λv λv + 2ηrz 0
0 0 0 ηrz


, (4.2.21)
wobei λv eine Lamésche Konstante bezüglichV darstellt. Führt man jetzt unter Beachtung von
Gl. (4.2.1) eine Kompressionsviskositätκv ein, errechnet sich nachGrosset al. (2009) diese zu
κv = λv +
2
3
ηrz . (4.2.22)
Die Forderung reiner elastischer Volumendilatation führtmit κv = 0 aufλv = −23ηrz (Stokes, 1856)
und damit zu einer Viskositätsmatrix
V Fluid
iso
=


4
3ηrz −23ηrz −23ηrz 0
−23ηrz 43ηrz −23ηrz 0
−23ηrz −
2
3ηrz
4
3ηrz 0
0 0 0 ηrz


, (4.2.23)
die eine Dämpfung gleich einem Newtonschen Fluid verursacht. Es ist zu sehen, daß die Forde-
rungκv = 0 zur Singularität vonVFluid
iso
führt. Weiterhin zeigtVFluid
iso
, daß neben der Schubverzerrung
auch Normaldehnungskomponenten zu Energiedissipation führen.
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Da eine schwache Kompressibilität durch die Wahl der elastischen Eigenschaften inE zu einer
geringen Volumendilatation führt, ist anzunehmen, daß Normaldehnungskomponenten einen grö-
ßeren Einfluß auf die Dämpfungscharakteristik haben. Es wird keine Kopplung zwischen diesen
Komponenten erwartet, jedoch erscheint die Isotropiebedingung sinnvoll. Folglich soll eine wei-
tere Möglichkeit der Formulierung einer isotropen ViskositätsmatrixV mit der Forderungλv = 0
zu
V Normal
iso
=


2ηrz 0 0 0
0 2ηrz 0 0
0 0 2ηrz 0
0 0 0 ηrz


(4.2.24)
untersucht werden, die in dieser Formulierung nicht zur Singularität führt.
In dieser Arbeit wird erstmalig ein vollständiges 3D-Materialverhalten der ÄHZ untersucht.
Die nach Kenntnisstand der Literatur bisher publizierten Werte können hierfür nur bedingt direkt
übernommen werden. Bisher beschäftigte sich eine einzige theoretische Arbeit mit den viskoelas-
tischen Eigenschaften der ÄHZ-Wand (Ratnanatheret al., 1996b). Diese Untersuchung beruht
auf der Membrantheorie nach Gl. (4.2.11) und damit weiterhin einer isotropen Membran. Wie
im vorhergehenden Abschnitt dargelegt, kann daraus keine Schubkomponente und damit auch
keine Schubviskosität abgeleitet werden. Demnach soll nebe dem oben eingeführten isotropen
Dämpfungsverhalten nun auch ein reines Schubdämpfungsverhalten mitγr = γϕ = γz = 0 und
θrϕ = θϕz = θrz = 0 nach Gl. (4.2.2), was zu einer Anisotropie in der Viskositätsmatrix führt,
untersucht werden. Damit erhält man
V Schub
aniso
=


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 ηrz


. (4.2.25)
Weiterhin soll noch der Fall reiner Normaldehnungsdämpfung tersucht werden. Dieser Fall hat
ebenfalls ein anisotropes Dissipationsverhalten zur Folge und kann mit
V Normal
aniso
=


2ηrz 0 0 0
0 2ηrz 0 0
0 0 2ηrz 0
0 0 0 0


(4.2.26)
angegeben werden.
Alle vier Formulierungen sind durch einen freien Parameterηrz gekennzeichnet, der als unbe-
kannt angesehen und ebenfalls durch Parametervariation abgeschätzt wird. Die vollständige Be-
schreibung der dynamischen Kennwerte der basolateralen Zellwand setzt noch Angaben über die
als homogen angenommene Dichte voraus. Es kann auch hier vonwasserähnlichen Werten ausge-
gangen werden, es wird jedoch äquivalent zu Kutikularplatte und intrazellulärem Fluid die Dichte
̺Wand mit ̺Wand = [1000; 3000; 5000] kg/m3 variiert. Damit kann ebenfalls der Einfluß der Träg-
heitseffekte auf die axiale Impedanz überprüft werden.
Kapitel 5
Ergebnisse der
Finite-Elemente-Berechnung
Im vorhergehenden Kapitel wurde ein dreidimensionales Finite-Elemente-Modell der äußeren
Haarsinneszelle unter Beachtung eines orthotropen linear-viskoelastischen Materialgesetzes, an-
gewendet auf die Zellwand, und eines inneren viskosen Newtonschen Fluid, vorgestellt. Aus der
Literatur sind insbesondere die Viskositätsmodelle und -parameter nur unzureichend bekannt oder
durch einfachere Ersatzmodelle beschrieben. Diese könnengemessene Frequenzverläufe wieder-
geben, jedoch keine Aussagen über grundlegendes Materialverh ten machen.
Die Vielzahl der freien Parameter im ÄHZ-Modell können auf unterschiedlichste Systemant-
worten bei verschiedenen Anregungen führen. Daher sollen zur Eingrenzung der Werte ausschließ-
lich die gemessenen axialen Impedanzverläufe nach Abb.1.2.8getrennt nach Real- und Imaginär-
teil im Bereich von 0.1 . . . 10 kHz genutzt werden. Alle Studien wurden zur besseren Vergleichbar-
keit an einem Modell mit einer Zellgesamtlänge von 25µm durchgeführt. Als Erweiterung werden
längere Zellen, die dem Experiment bisher nicht zugänglichwaren1, untersucht und damit Aussa-
gen über die Tonotopie der Impedanz gemacht. Laut Gleichung(3.2.53) sind sowohl Real- als auch
Imaginärteil von den viskosen und elastischen aber auch denTrägheitskräften beeinflußt. Daher
sollen in den folgenden Abschnitten diese Einflüsse auch unter diesen Gesichtspunkten untersucht
werden.
5.1. Bestimmung des Viskositätsmodells
In einem Modell vonTolomeo und Steele(1998) konnte gezeigt werden, daß die Abbildung der
im Experiment vonBrundin und Russell(1994) gefundenen Längskontraktion der ÄHZ bei Anre-
gung mit einem radialen Fluidjet ausschließlich die Einbeziehung der Viskosität des inneren und
äußeren Fluids mit einem Wert von 1 mPa·s nötig machte (entspricht der dynamischen Viskosität
von Wasser). Dieses Experiment ist durch einen anderen als dem hier verwendeten Anregungs-
mechanismus gekennzeichnet und kann demzufolge nicht mit den in dieser Arbeit verwendeten
Impedanzmessungen verglichen werden. Zunächst wird ausschließlich das innere Fluid mit ei-
ner Viskosität behaftet, d.h. die Zellwand verhält sich rein lastisch. Die Dichte̺ beträgt dabei
für alle ÄHZ-Komponenten 1000 kg/m3 (Wasser). Die ViskositätηFluid wurde dabei auf die Werte
1Längere, d.h. apikal lokalisierte ÄHZ knicken unter der applizierten Längskraft aus und liefern damit keine nutzbaren
Werte für den rotationssymmetrischen Schwingungszustandim Rahmen einer linearen Theorie.
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Abbildung 5.1.1: Impedanzkurven bei reiner
Fluiddämpfung. Dabei wurdeηFluid von 1 bis
10 mPa·s variiert. A) Ab ηFluid = 3 mPa·s ist
in ℜ{Z} eine Frequenzabhängigkeit zu erken-
nen. Die Kurven verlaufen jedoch zu flach, so
daßℜ{Z} bei höheren Frequenzen zu groß ist.
Bei ηFluid = 1 mPa·s ist ab f = 6 kHz ein
Anstieg inℜ{Z} zu verzeichnen, der auf loka-
le Fluidbewegungen zurückzuführen ist. B) Der
Imaginärteilℑ{Z} ist nahezu unbeeinflußt von
der Viskosität (die gepunkteten Linien entspre-
chen den korrigierten experimentell ermittelten
Mittelwerten für unterschiedliche Vordeforma-
tionen nach Abb.1.2.8).
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ηFluid = [1; 3; 5; 10] mPa·s gesetzt. In Abb.5.1.1sind die Impedanzverläufe, d.h. das Verhältnis
von aufgebrachter axialer Kraft und resultierender Geschwindigkeit an der Krafteinleitungsstel-
le, für reine Fluiddämpfung dargestellt. Unterschiede zwischen den Werten fürηFluid sind dabei
vorwiegend im Realteilℜ{Z} zu sehen. Prinzipiell kann eine Abhängigkeit von der Frequenz f st-
gestellt werden, die jedoch in ihrer Charakteristik nur unzureichend den im Experiment ermittelten
Verläufen entspricht. Bei einer gegenüber Wasser leicht erhöhten Viskosität vonηFluid ≥ 3 mPa·s
ist ein Erhöhung vonℜ{Z} im unteren Frequenzbereich von 0.1 bis 1 kHz zu beobachten. Jedoch
kann näherungsweise asymptotisches Verhaltenℜ{Z} → 0 bei f = 10 kHz festgestellt werden. In-
teressanterweise steigt beiηFluid = 1 mPa·s der Realteil beif ≈ 6 kHz wieder leicht an. Wie in den
folgenden Untersuchungen noch dargestellt, zeigen sich hier besonders lokale Bewegungsmaxima
des inneren Fluids. Der Imaginärteilℑ{Z} ist vonηFluid nahezu unbeeinflußt. Er zeigt jedoch die-
selbe Charakteristik, wie sie im Experiment bestimmt wurde, und deutet auf ein typisches System
erster Ordnung bzw. zweiter Ordnung vor der Resonanz hin. Grundsätzlich muß festgehalten wer-
den, daß die Viskosität des inneren Fluides allein nicht dieermittelten Impedanzverläufe adäquat
wiedergeben kann. Da diese jedoch auf jeden Fall vorhanden ist, wird für die weiteren Untersu-
chungen von einem Wert vonηFluid = 3 mPa·s ausgegangen2.
Wie in Kapitel 4 eingeführt, werden vier verschiedene Dämpfungsmodelle der basolateralen
Wand untersucht. Dabei werden zwei isotrope ModelleV Fluid
iso
, V Normal
iso
(Normaldehnungs- und Schub-
dämpfung) sowie zwei anisotrope ModelleV Schub
aniso
(reine Schubdämpfung) undV Normal
aniso
(Normaldeh-
2Der um Faktor drei erhöhte Wert gegenüber Wasser bei 20 °C resultiert dabei aus der Überlegung, daß durch intrazel-
luläre Proteine zusätzliche Dissipation auftreten kann. Ieinem Übersichtsartikel vonLuby-Phelps(2000) wurden
für die Viskosität von Zellplasma Werte von 1 bis 11 mPa·s angegeben.
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Abbildung 5.1.2: Impedanzkurven für ver-
schiedene Viskositätsmatrizen und intrazellulä-
rem Fluid mit ηFluid = 3 mPa·s. In Abhängig-
keit von V lt. Legende und Kapitel4 sind A)
der Realteilℜ{Z} und B) der Imaginärteilℑ{Z}
der Impedanz dargestellt. Den gepunkteten Li-
nien entsprechen dabei den korrigierten Mittel-
werten der Meßwerte nach Abb.1 2.8. Neben
dem Dämpfungsmodell wurde auchηrz lt. Le-
gende variiert. Es ist deutlich zu erkennen, daß
trotz grundlegend verschiedener Dämpfungsan-
sätzeℑ{Z} nur unwesentlich beeinflußt wird.
Wesentliche Unterschiede sind erwartungsge-
mäß inℜ{Z} zu sehen. Auffällig ist eine prin-
zipielle Übereinstimmung zwischen den bei-
den isotropen DämpfungsansätzenV Fluid
iso
(rot)
und V Normal
iso
(grün), was auf nicht vorhandene
Volumendilatation hindeutet (siehe dazu auch
Abb. 5.4.1). Beide Dämpfungsansätze zeigen
einen Abfall überf , der jedoch zu flach ist und
bei Übereinstimmung im niederen Frequenzbe-
reich (< 1 kHz) zu unrealistisch hohen Wer-
ten für f > 1 kHz führt. Wie in der Kurve für
V Normal
aniso
(magenta) zu erkennen, führen Normal-
dehnungskomponenten zu dieser Überhöhung.
Die beste Übereinstimmung mit den Meßwer-
ten wird mit einer anisotropen Schubdämpfung
V Schub
aniso
(blau) erreicht, wo der gemessene Ver-
lauf sowohl für f < 1 kHz (schubdominiert) als
auch f > 1 kHz (intrazelluläres Fluid) abgebil-
det wird.
nungsdämpfung) miteinander verglichen. In Abb.5.1.2sind hierzu die Ergebnisse der Simulation
dargestellt. Auch hier wurde die Dichte für alle Komponenten mit ̺ = 1000 kg/m3 eingestellt. Der
freie Parameterηrz wurde um eine Größenordnung zuηrz = [100; 1000] mPa·s variiert. Wie zu se-
hen, zeigt sich der Einfluß des Dämpfungsmodells primär im Realteil der axialen Impedanz. Der
Vergleich der unterschiedlichen Dämpfungsstrategien zeigt, daß die verschiedenen Viskositäts-
matrizen erwartungsgemäß zu unterschiedlichen Ergebnissen führen. Auffällig ist der Verlauf für
V Normal
aniso
. Dieses Modell ist durch vollständig schubdämpfungsfreies V rhalten charakterisiert. Wie
in den Ergebnissen zu sehen, kann mit diesem Modell keine Übereinstimmung mit den Meßergeb-
nissen erzielt werden. Dagegen zeigen die verbleibenden drei Modelle prinzipiell den gemessenen
Verlauf über der Frequenz. Jedoch führt nur das rein schubgedämpfte VerhaltenV Schub
aniso
sowohl
qualitativ als auch quantitativ (mitηrz = 1000 mPa·s) zu einer zufriedenstellenden Abbildung
der Meßergebnisse. Die beiden isotrop gedämpften Modelle li g n nahezu deckungsgleich. Das
deutet darauf hin, daß die Nebendiagonalelemente inV Fluid
iso
fast keinen Einfluß im untersuchten
Frequenzbereich und unter der gegebenen Belastung haben. Der Faktor 2 vor den drei Hauptdia-
gonalelementen inV Normal
iso
(im Gegensatz zu 4/3 in V Fluid
iso
) führt auf leicht höhere Werte inℜ{Z}.
Wie bereits erwähnt, ist der Imaginärteil nur schwach beeinflußt. Unabhängig vom Dämpfungs-
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Abbildung 5.2.1: Einfluß des Verhältnisses der
SchubmoduliGrz/Grz0 mit Grz0 = Ez/3 =
3.267 kPa und der Schubviskositätηrz für V Schub
aniso
bei der Frequenzf = 0.1 kHz; A) Realteil
ℜ{Z}, B) Imaginärteilℑ{Z} der Impedanz. Die
gepunkteten Linien verdeutlichen die Größen-
ordnung des Meßbereichs. Die Viskosität des
inneren Fluids beträgtηFluid = 3 mPa·s. Zur
quantitativen Übereinstimmung mit den Meß-
werten vonℜ{Z} ist Grz ≈ Grz0 · 0.1 und
ein ηrz ≈ 1000 mPa·s notwendig (magenta).
Mit diesen Einstellungen erhält man jedoch für
ℑ{Z} einen um ca. 25 % zu kleinen Wert.
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modell sowie vonηrz zeigt dieser ebenfalls die bei reiner Fluiddämpfung des intrazellulären Fluids
auftretende Charakteristik eines Systems erster Ordnung bzw. zweiter Ordnung unterhalb der Re-
sonanzfrequenz.
Zusammenfassend gilt, daß im untersuchten Frequenzbereich von 0.1 bis 10 kHz und bei den
gegebenen Randbedingungen nur reine Schubdämpfung im linear-viskoelastischen Materialgesetz
der basolateralen Wand der ÄHZ die Meßwerte geeignet widerspiegeln kann. Die Abbildung einer
funktionellen Abhängigkeit von der Frequenz sowohl vonℜ{Z} als auchℑ{Z} wird dabei durch
konstante, d.h. frequenzunabhängige Materialwerte erreicht und ist somit eine Eigenschaft des
mehrdimensionalen Gesamtsystems3.
5.2. Abschätzung der Viskositätswerte
Der im vorhergehenden Abschnitt genutzte Materialwertηrz = 1000 mPa·s hängt unter Beachtung
von Gl. (4.2.4) von der Wahl des SchubmodulsGrz ab. Aufschluß über die Abhängigkeit gibt die
Variation des VerhältnissesGrz/Grz0 mit Grz0 = Ez/3 = 3267 Pa (siehe Tab.4 2.2)
4 und der Visko-
sitätηrz selbst. In Abb.5.2.1sind die Ergebnisse für eine Erregerfrequenz von 0.1 kHz dargestellt.
Sowohl Real- als auch Imaginärteil zeigen eine starke Abhängigkeit von beiden Einflußgrößen.
3Die Modellierung der Impedanzverläufe mittels eines System zweiter Ordnung würde auf einen frequenzabhängi-
gen Dämpfungsparameter führen, der keine Materialeigenschaft, sondern eine Bauteileigenschaft darstellt (siehe
Gl. 1.2.39).
4Dieser Wert entspräche isotropem Materialverhalten mitE = Ez und theoretisch angenommener Inkompressibilität,
d.h.ν = 0.5
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Abbildung 5.2.2: Impedanzkurven für reine
SchubviskositätV Schub
aniso
mit ηrz und intrazellulä-
rem Fluid mitηFluid = 3 mPa·s; A) Bis zuηrz =
1000 mPa·s nimmt der Realteilℜ{Z} immer
mehr die im Experiment ermittelte Form an. Bei
weiterer Erhöhung sinktℜ{Z} wieder und wird
flacher. Dies ist mit einer Änderung der Defor-
mation in der Zellwand begründet (nicht darge-
stellt), B) Der Imaginärteilℑ{Z} der Impedanz
bleibt ebenfalls nicht unbeeinflußt. Dabei sind
für ηrz = 1 mPa·s undηrz = 0.1 kPa·s Grenzfäl-
le zu verzeichnen, d.h. bis zuf = 0.6 kHz wird
der Wert vonℑ{Z} bis zu ca. 50 % bestimmt
(die gepunkteten Linien entsprechen den kor-
rigierten experimentell ermittelten Mittelwer-
ten für unterschiedliche Vordeformationen nach
Abb. 1.2.8).
Für den Realteil kann im allgemeinen festgestellt werden, daß in Abhängigkeit vonηrz für kleine
Grz/Grz0 ein Plateaubereich mit höheren Werten fürℜ{Z} existiert. Bei Steigerung vonGrz/Grz0
sinktℜ{Z} und zeigt ein weiteres Plateau. Bei hohem Verhältnis von log10(Grz/Grz0) ≥ 2 ist trotz
großer Variation vonηrz fast keine Änderung im Wert fürℜ{Z} festzustellen. Das liegt daran,
daß bei hoher Schubsteifigkeit nahezu keine Schubdissipation mehr auftreten kann. Bei geringen
log10(Grz/Grz0) = −4 dagegen ist die Wahl vonηrz entscheidend fürℜ{Z}. Es zeigt sich, daß die
Steigerung vonηrz nicht zu immer höherenℜ{Z} führt, sondern fürηrz = 1 bis 100 mPa·s ansteigt
und dann wieder absinkt. Das hängt damit zusammen, daß sich das einstellende Deformationsfeld
ändert, d.h. nicht über den gesamten Variationsbereich vonηrz qualitativ gleich bleibt.
Der Imaginärteil zeigt ebenfalls für eine hohe Schubsteifigkeit eine Unabhängigkeit vonηrz.
Die erwähnte Änderung des Deformationsfeldes zeigt sich auhier wieder besonders für kleine
Grz/Grz0. Während fürηrz = 1 bis 100 mPa·s der Imaginärteil betragsmäßig relativ klein ist,
springt er abηrz = 1000 mPa·s in betragsmäßig deutlich größere Bereiche. Auch ist ersichtlich,
daß der Imaginärteil für kleineηrz eine wesentlich höhere Abhängigkeit vonGrz/Grz0 aufweist als
für hohe Viskositätswerte. Die Festlegung der zu erwarteten Größen fürGrz/Grz0 sowieηrz für die
ÄHZ kann wiederum unter Beachtung der Meßergebnisse erfolgn. Die Größenordnung fürℜ{Z}
undℑ{Z} ist dabei in Abb.5.2.1durch gepunktete Linien dargestellt. Die beste Übereinstimmung
wird dabei mitηrz = 103 mPa·s und log10(Grz/Grz0) = −1 erreicht.
Zur Ergänzung wird bei festgehaltenem Verhältnis log10(Grz/Grz0) = −1 der Einfluß vonηrz
über den gesamten Frequenzbereich von 0.1 bis 10 kHz untersucht. Wie in Abb.5 2.2dargestellt,
sind bei Variation vonηrz über mehrere Größenordnungen sowohlℜ{Z} als auchℑ{Z} beeinflußt.
Die beste Übereinstimmung wird, wie bereits erwähnt, mitηrz = 1000 mPa·s erzielt. Die Ergeb-
72 5. Ergebnisse der Finite-Elemente-Berechnung
Abbildung 5.2.3: Einfluß des intrazellulären
Fluids auf den Gesamtverlauf der Impedanz bei
DämpfungsmodellV Schub
aniso
mit ηrz = 103 mPa·s;
A) Im Realteil ℜ{Z} ist erkennbar, daß die-
ser durch Steigerung der ViskositätηFluid des
intrazellulären Fluids bis ca.f = 6 kHz um
einen nahezu frequenzunabhängigen Wert in
positiver Richtung verschoben wird. Abf =
6 kHz kommt zum Tragen, daß bei höherem
ηFluid die fluiddominierte Schwingung stärker
gedämpft wird. B) Im Imaginärteilℑ{Z} dage-
gen ist kein Einfluß der Fluidviskosität sichtbar
(die gepunkteten Linien entsprechen den kor-
rigierten experimentell ermittelten Mittelwer-
ten für unterschiedliche Vordeformationen nach
Abb. 1.2.8).
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nisse in Abbildung5.2.2enthalten sowohl die Viskosität des inneren Fluides als auch der anisotrop
schubgedämpften Zellwand.
In Abb.5.2.3wird der Frage nachgegangen, inwieweit die Viskosität des inneren Fluides auf die
axiale Impedanz in Kombination mit gedämpfter Zellwand wirkt. Wie zu sehen, wird der Imaginär-
teil durch die Fluidviskosität nahezu nicht beeinflußt. Im Realteil dagegen zeigt sich bis ca. 6 kHz
eine nahezu konstante Verschiebung vonℜ{Z} in positiver Richtung bei Erhöhung vonηFluid. Ober-
halb dieser Frequenz ist ersichtlich, daßηFluid bei Erhöhung eine Schwingung dämpft, die durch
Wanddämpfung allein nicht unterdrückt wird und damit einerlokalen Fluidschwingung zuzuord-
nen ist. Weiteren Aufschluß gibt die Abb.5 2.4, wo Real- und Imaginärteile der Verschiebungs-
beträge für die Frequenzenf = 0.1 und 10 kHz (A,C) sowie die FluidviskositätenηFluid = 1 bzw.
3 mPa·s (B,D) getrennt voneinander dargestellt sind. Während dieAbb. 5.2.4A,C bei f = 0.1 kHz
nur geringe Unterschiede zeigen, ist beif = 10 kHz undηFluid = 1 mPa·s (B) zu sehen, daß der Ort
der maximalen Verschiebung inℜ{Z} in Richtung ÄHZ-Mitte verschoben ist und damit ein höhe-
rer Mode angeregt wird, der bei höherer Fluiddämpfung vonηFluid = 3 mPa·s (D) kaum auftritt. Da
die ÄHZ in Realität im Zellinneren nicht nur reines Fluid, sondern verschiedenste Proteine und
auch einen Zellkern enthält, ist damit zweckmäßig von einerG samtviskosität höher als der von
reinem Wasser auszugehen.
Zusammenfassend kann festgehalten werden, daß der zu erwartende SchubmodulGrz bei ca.
327 Pa liegt und damit viel kleiner als die E-Moduli ist (Tolomeo und Holley, 1997). Weiterhin
führt eine Schubviskositätηrz = 1000 mPa·s im anisotrop schubgedämpften Materialgesetz in
Verbindung mit einer Viskosität des inneren FluidesηFluid = 3 mPa·s zu einer zufriedenstellenden
Nachbildung der Meßergebnisse.
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Abbildung 5.2.4: Darstellung der
Felder der Verschiebungsbeträge
|~u| (getrennt nach Realteilℜ{|~u|}
und Imaginärteilℑ{|~u|}) für V Schub
aniso
-
Modell mit ηrz = 1000 mPa·s bei
Variation vonηFluid für 1 kHz (A,C)
und 10 kHz (B,D) normiert auf den
jeweiligen Maximalwert (rot). Eine
dynamische Viskosität vonηFluid =
1 mPa·s (A,B) zeigt im Vergleich
zuηFluid = 3 mPa·s (C,D) bei 1 kHz
nur einen geringen Einfluß im ba-
salen Ende inℑ{|~u|}. Dagegen ist
bei 10 kHz undηFluid = 1 mPa·s (B)
in ℜ{|~u|} ein Schwingungsverhal-
ten in der Mitte zu sehen, das bei
höheremηFluid = 3 mPa·s (D) fast
nicht auftritt. In den Meßwerten
nach Abb.1.2.8ist in diesem Fre-
quenzbereich kein Anstieg in den
Mittelwerten vonℜ{Z} zu beob-
achten, so daß für das intrazelluläre
Fluid eine höhere Viskosität als die
von Wasser zu erwarten ist.
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Abbildung 5.3.1: Einfluß der Dichte̺ auf die
Impedanz. Dabei wurde für alle Komponen-
ten die Dichte gleich variiert. Die Fluidvisko-
sität beträgtηFluid = 3 mPa·s und unter Annah-
me reiner Schubwanddämpfung wurdeηrz =
1000 mPa·s eingestellt. A) Im Realteil von
ℜ{Z} zeigt sich, daß bisf = 3 kHz kein Ein-
fluß der Dichte sichtbar ist. Abf = 3 kHz da-
gegen kann man Trägheitseff kte auf Grund des
Fluids beobachten. B) Der Imaginärteilℑ{Z}
der Impedanz ist dagegen weniger beeinflußt,
zeigt aber abf = 3 kHz bei erhöhter Dichte von
3000 kg/m3 positive Werte, was eine steigende
Dominanz der Trägheitseff kte in der Flüssig-
keit bedeutet (die gepunkteten Linien entspre-
chen den korrigierten experimentell ermittelten
Mittelwerten für unterschiedliche Vordeforma-
tionen nach Abb.1.2.8).
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5.3. Einfluß der Trägheitseffekte
Bisher wurde von einer wasserähnlichen Dichte von̺ = 1000 kg/m3 für das innere Fluid, die ba-
solaterale Wand und die Kutikularplatte ausgegangen. Dieser Wert wurde ebenfalls (für alle drei
Komponenten gleichzeitig) in drei Stufen von̺ = [1000; 3000; 5000] kg/m3 variiert, um festzu-
stellen, ob ein Einfluß im untersuchten Frequenzbereich zu erwarten ist. Dabei ist anzumerken, daß
es keinen physiologisch motivierten Anhaltspunkt für einederartige Erhöhung der Dichte gibt und
die Untersuchung ausschließlich als theoretisch zu betrachten ist. In Abb.5.3.1sind die Ergebnisse
für den Impedanzverlauf dargestellt. Es ist zu sehen, daß bis ca. 3 kHz nahezu kein Einfluß zu ver-
zeichnen ist. Deutliche Unterschiede sind dagegen bei höheren Frequenzen zu sehen. Dabei führt
eine Erhöhung der Dichte zu einer Erhöhung vonℜ{Z} undℑ{Z}. Der Imaginärteil nimmt auch
hier wieder positive Werte an, was auf steigenden Einfluß derTrägheitseffekte hinweist5. Näheren
Aufschluß geben auch hier die Darstellungen der Verschiebungssummen getrennt nach Real- und
Imaginärteil in Abb.5.3.2bei 10 kHz und̺ = 5000 kg/m3. Es sind wiederholt lokale Fluiddefor-
mationen im mittleren Bereich zu beobachten, die jedoch im Gegensatz zum schwach gedämpften
Fluid (siehe Abb.5.2.4B) im Imaginärteil auftreten und eine andere Charakteristik haben. Dabei
schwingt das Fluid nicht wie in Abb.5.2.4D normal zur basolateralen Wand, sondern konzentriert
im Zellinneren. Obwohl, wie bereits erwähnt, keine Überhöhung der Dichte zu erwarten ist, kann
trotzdem festgehalten werden, daß Trägheitskräfte ab einer Frequenz von ca. 10 kHz eine Rolle
5Es gilt zu beachten, daß der Nulldurchgang vonℑ{Z} nur im ungedämpften Fall mit der Eigenfrequenz eines Sys-
tems zweiter Ordnung zusammenfällt. Auf Grund der Mehrdimensionalität (Matrixsystem) und der vorhandenen
Dämpfung gilt diese Aussage im allgemeinen nicht mehr (siehe AnhangC).
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ℜ{|~u|} ℑ{|~u|}
Abbildung 5.3.2: Darstellung der Felder der Verschie-
bungsbeträge|~u| (getrennt nach Realteilℜ{|~u|} und Ima-
ginärteilℑ{|~u|}) für V Schub
aniso
-Modell mit ηrz = 1000 mPa·s
bei erhöhter Dichte von̺ = 5000 kg/m3 bei 10 kHz,
normiert auf den jeweiligen Maximalwert (rot). Im Ver-
gleich zu Abb.5.2.4(D) bei Verweis auf Abb.5.3.1zei-
gen sich im Imaginärteilℑ{|~u|} andere lokale Fluiddefor-
mationen, die eine Erhöhung vonℜ{Z} lt. Abb.5.3.1zur
Folge haben.
spielen.
5.4. Abhängigkeit von der Zellwandkompressibilität
Wie in Kapitel4 aufgeführt, ist zur Bestimmung des elastischen Materialverhaltens die Abschät-
zung der Kompressibilität der Zellwand notwendig. Auf Grund der Anisotropie im Material ist
ein alternativer Kompressionsmodulκequiiso auf Basis des kleinsten Eigenwertes im Elastizitätsten-
sor eingeführt worden. In Abb.5.4.1 ist trotz Variation vonκequiiso um mehrere Größenordnungen
im Realteil der axialen Impedanz im gesamten untersuchten Fr quenzbereich nahezu kein Ein-
fluß der Wandkompressiblität zu beobachten. Lediglich im Imaginärteil bis zu einer Frequenz von
ca. 600 Hz führt die Steigerung der Kompressibilität zu kleineren Werten. Im Gegensatz zum Vis-
kositätsmodell bzw. -wert der basolateralen Wand ist der Einfluß der Kompressibilität nur von
untergeordneter Bedeutung. Dieses Ergebnis ist auf Grund des Biegelastfalles in Verbindung mit
Längsdehnungen (und damit primär deviatorischen Verzerrungen) der Zellwand auch als plausibel
anzusehen.
5.5. Einfluß der Vordeformation
Wie in den Meßwerten in Abb.1.2.8zu sehen, zeigt die axiale Impedanz der ÄHZ bei steigen-
der Vordeformation besonders im unteren Frequenzbereich von f < 10 kHz einen signifikanten
Anstieg der Werte inℜ{Z} bzw. Abfall in ℑ{Z}. Es ist nun zu überprüfen, inwieweit die Ände-
rung der Geometrie allein dafür verantwortlich ist. Dabei wurden, neben den bereits festgelegten
Werten laut Tab.4.2.2, für alle weiteren Materialparameter die in den vorhergehenden Abschnit-
ten abgeschätzten Werte benutzt. Diese sind in Tab.5.5.1zusammengefaßt. Die Zellänge beträgt
weiterhin 25µm bzw. auf Grund der Vordeformation entsprechend weniger (si he Kapitel4).
In Abb. 5.5.1sind die Ergebnisse der Simulation angezeigt. Dabei kann festgestellt werden, daß
äquivalent zu den Meßergebnissen, die gleiche Charakteristik der Veränderung der Verläufe, in
Abhängigkeit von der Vordeformation, auftritt. Besondersder Realteil, der primär durch Dissipa-
tion charakterisiert wird, zeigt, daß zur Nachempfindung der realen Ergebnisse ein lineares Modell
mit konstanten Materialkoeffizienten durchaus ausreichend ist. Auch der Imaginärteil weist eine
ähnliche Abhängigkeit von der Vordeformation auf wie im Experiment bestimmt. Jedoch ist die
Abhängigkeit kleiner als im Experiment. Eine Erklärung hierfür könnte sein, daß im Gegensatz
zum Realteil der Imaginärteil hauptsächlich durch die elastischen Größen beeinflußt wird. Falls es
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Abbildung 5.4.1: Einfluß der Zellwandkom-
pressibilität κequiiso bei reiner Schubdämpfung
V Schub
aniso
mit ηrz = 1000 mPa·s und ηFluid =
1 mPa·s. Sowohl im Realteilℜ{Z} (A) als
auch im Imaginärteilℑ{Z} (B) der Impedanz
ist trotz Variation vonκequiiso um mehrere Größen-
ordnungen nahezu kein Einfluß zu beobachten
(die gepunkteten Linien entsprechen den kor-
rigierten experimentell ermittelten Mittelwer-
ten für unterschiedliche Vordeformationen nach
Abb. 1.2.8).
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Tabelle 5.5.1:Aus Parameterstu-
die abgeschätzte Materialwerte
(Zellwanddickeh = 100 nm)
M
at
er
ia
lp
ar
am
et
er
ab
ge
le
ite
te
r
M
at
er
ia
lp
ar
am
et
er
W
er
t
ηFluid 3 mPa·s
̺Fluid 1000 kg/m3
νKut 0.49
κKut 33000 MPa
̺Kut 1000 kg/m3
νequiiso 0.49
Er 249.628 kPa
κequiiso 0.72 MPa
Grz 327 Pa
ηrz 1000 mPa·s
̺Wand 1000 kg/m3
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Abbildung 5.5.1: Einfluß der Vordeformation
mit ηFluid = 3 mPa·s undηrz = 103 mPa·s für
V Schub
aniso
. Wie aus den Meßergebnissen abzulei-
ten, zeigt auch das Modell mit steigender Vor-
deformation einen frequenzabhängigen Anstieg
im Realteilℜ{Z} (A) und einen frequenzabhän-
gigen Abfall im Imaginärteilℑ{Z} der Impe-
danz. Währendℜ{Z} die Größenordnungen der
Meßwerte sehr gut wiedergibt, ist der Unter-
schied zu den Meßwerten inℑ{Z} größer. Da-
bei kommt zu Tragen, daß zwar eine geome-
trieabhängige Versteifung im Modell berück-
sichtigt wird, jedoch im Experiment mit hoher
Wahrscheinlichkeit auch Materialeigenschafts-
änderungen auf Grund der hohen Deformation
auftreten (die gepunkteten Linien entsprechen
den korrigierten experimentell ermittelten Mit-
telwerten für unterschiedliche Vordeformatio-
nen nach Abb.1.2.8).
im Experiment zu Spannungsversteifungen kommen sollte, werden diese im Modell nicht berück-
sichtigt. Daß im Modell eine Versteifung allein durch die Geometrieänderung entsteht, kann durch-
aus als verständlich betrachtet werden. Da im Modell (analog zur Beobachtung im Experiment)
die Vordeformation allein durch eine Zellverkürzung simuliert wird (bei konstantem Radius), ist
eine Versteifung zu erwarten. Letztlich kann an dieser Stelle mit diesem Modell nicht eindeutig
eine Erklärung für die größere Abhängigkeit vonℑ{Z} von der Vordeformation im Experiment im
Gegensatz zum Modell gegeben werden.
5.6. Tonotopie der Impedanz
Wie in Kapitel1.2aufgeführt, ist es im Experiment bisher nicht möglich gewesen, längere Zellen,
wie sie im mittleren und apikalen Bereich der Cochlea auftreten, hinsichtlich ihrer axialen Impe-
danz zu untersuchen. Die Probleme dabei liegen im unkontrollierten Ausknicken der Zellen im
Versuch. Zur Angabe einer längenabhängigen Impedanz wird daher das in dieser Arbeit erstellte
Modell genutzt. Die Ergebnisse haben einen prädiktiven Charakter und können somit Informatio-
nen zur Tonotopie der Impedanz geben.
Einleitend sei erwähnt, daß alle Materialwerte, wie sie füreine kurze, d.h. 25µm lange Zelle
ermittelt wurden, auf längere Zellen angewendet werden. Außerdem bleiben die Wanddicke von
0.1 µm und der Außenradius von 5µm unberührt. Nur die Zellängel0 nach Abb.4.1.1wurde in
den Längenl0 = [25; 45; 65; 85]µm variiert. Ferner wurde der untersuchte Frequenzbereich auf
100 kHz erweitert. In Abb.5.6.1sind die Ergebnisse wiederholt getrennt nach Real- und Imaginär-
teil der axialen Impedanz dargestellt. Wie zu erwarten, sind deutliche Unterschiede in den Verläu-
78 5. Ergebnisse der Finite-Elemente-Berechnung
Abbildung 5.6.1: Abhängigkeit der axialen
Impedanz von der Zellänge (Vollinien). Zusätz-
lich zu den bisher verwendeten Materialwer-
ten sind hier die Ergebnisse nach Materialdaten
von Adachi und Iwasa(1997) (Tab.4.2.1) ver-
wendet worden (Strichlinien). Diese führen auf
sehr steife Zellen, zeigen jedoch ebenfalls, daß
die Tiefpaßeigenschaft primär von dem inneren
Fluid herrührt.
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fen in Abhängigkeit von der Zellänge sowohl in Real- als auchImaginärteil zu sehen. Bis zu einer
Frequenz von ca. 2 kHz zeigen beide Größen die bekannte Charakteristik, d.h. die betragsmäßige
Verringerung vonℜ{Z} undℑ{Z} bei steigender Frequenz. Außerdem ist zu sehen, daß je länger
die Zelle ist, umso kleiner sind die Beträge vonℜ{Z} undℑ{Z}. Bei Frequenzen von über 2 kHz
dagegen ändern sich die Verläufe. Examplarisch zeigt eine Zell mit einer Länge vonl0 = 85µm
ab 2 kHz steigende Werte fürℜ{Z}, die bis ca. 3 kHz auftreten, gefolgt von wiederum fallenden
Werten bis ca. 6 kHz und wiederholtem Anstieg. Diese Charakte istik ist auch für die Zellänge
von l0 = 65 µm und teilweise fürl0 = 45 µm zu beobachten – jeweils um ca. 2 kHz zu höheren
Frequenzen verschoben. Auch der Imaginärteil zeigt eine Abhängigkeit von der Vordeformation.
So sind nicht auschließlich negative Werte zu verzeichnen,so dern auch – abhängig vonl0 – in
bestimmten Frequenzbereichen positive Werte. Diese Ergebnisse zeigen wiederum deutlich, daß
eine Approximation der axialen Impedanz mit einem System zweiter Ordnung unzureichend ist.
Die erwähnte Charakteristik der Verläufe fürℜ{Z} undℑ{Z} in Abhängigkeit der Frequenz ist ein
deutliches Zeichen für ein Frequenzverhalten eines Mehr-Freiheits-Grad-Systems. Dies verdeut-
licht auch die dynamischen SteifigkeitZ̃p · 2πj f , getrennt nach Amplitude und Phase dargestellt in
Abb.5.6.2. Wie in Abb.5.6.2A zu sehen, zeigt der Betrag vonZ̃p ·2πj f im quasistatischen Bereich
eine deutliche Verringerung der Steifigkeit bei steigenderZellänge. Während die 25µm lange Zel-
le ein Tiefpaßverhalten mit einer 3dB Eckfrequenz von ca. 5.5 kHz aufweist, sind in den längeren
Zellen Resonanzerscheinungen zu beobachten, die an den Positionen 1.25; 2.00; 2.75 kHz für die
Zellängen 85; 65; 45µm liegen. Diese Resonanzfrequenzen sind primär auf die Trägheitseigen-
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Abbildung 5.6.2: Dynamische Steifigkeit ge-
trennt nach Amplitude (A) und Phase (B)
für verschiedene Zellängen (Vollinien). Wäh-
rend kurze Zellen (l0 = 25 µm) ein über-
dämpftes Tiefpaßverhalten aufweisen, sind für
längere Zellen ausgeprägte Resonanzen bei
1.25; 2.00; 2.75 kHz für die Zellängenl0 =
85; 65µm und 45µm, die durch innere Fluidbe-
wegungen erklärt werden können, zu beobach-
ten. Der in der Literatur vermutete Zusammen-
hang zwischen der ersten Resonanzfrequenz
der ÄHZ und ihrer Lage in der Cochlea bzw. der
zugehörigen Resonanz auf der BM (Lim und
Li , 2007; Pujol et al., 1992) kann nicht bestä-
tigt werden. Die Modellrechnungen zeigen für
längere Zellen höhere Resonanzfrequenzen als
die zugehörige “characteristic place frequen-
cy” CF6. Auch hier sind analog Abb.5.6.1die
Materialdaten nachAdachi und Iwasa(1997)
zur Untersuchung der elastischen Eigenschaf-
ten auf die Eckfrequenz des Tiefpasses analy-
siert worden (Strichlinien). Es zeigt sich, daß
die elastischen Eigenschaften, neben der zu
erwartetenden Steifigkeitserhöhung im tieffr -
quenten Bereich, keine Verschiebung der Eck-
frequenzen zu hohen Werten, wie sie vonFrank
et al. (1999) bestimmt worden sind, bewirken.
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schaften des inneren Fluids zurückzuführen7 u d korrelieren mit Resonanzerscheinungen, wie sie
von Brundin und Russell(1994) bestimmt wurden und vonTolomeo und Steele(1998) im Modell
nachvollzogen wurden. Die Phasenfrequenzgänge vonZ̃p · 2πj f in Abb. 5.6.2B weisen für die
drei längeren Zellen noch eine weitere Resonanz bis zu einerFrequenz von 10 kHz auf, die jedoch
stark gedämpft ist.
Ein Vergleich mit den Ergebnissen vonPujolet al.(1992) zeigt, daß es nur bedingt einen Zusam-
menhang mit den Resonanzfrequenzen in axialer Richtung undder Lage in der Cochlea gibt. Wie
in der Legende von Abb.5.6.1hinterlegt, stehen den Resonanzfrequenzen die charakteristischen
Frequenzen von 0. 1, 0.15, 2.5 und 40 kHz gegenüber. Das zeigt, daß die Resonanzfrequenzen
der kürzeren basalen Zellen niedriger als die zugehörige charakteristische Frequenz in der Coch-
lea sind; für die längeren apikalen Zellen ist es genau umgekehrt.
Übereinstimmend für alle Zellängen (und verschiedenen Elastizitätswerten, siehe Abb.5.6.2)
zeigt die Amplitude der dynamischen Steifigkeit im höherfrequ nten Bereich eine Zunahme um
ca. 10.8 dB pro Oktave. Da sich Anregungs- und Meßort an der gleichenPosition befinden und ein
Systemverhalten zweiter Ordnung vorliegt, ist diese Beobachtung plausibel8. Interessant ist, daß
nicht nur der Abfall, sondern auch der Ort im Frequenzbereich nahezu identisch ist. Dies deutet
stark darauf hin, daß die eff ktiven mitschwingenden Massen zellunabhängig und damit identisch
sind. Dies deckt sich mit Abschätzungen, die inFranket al.(1999) unternommen wurden. Im An-
hangC wird zur Unterstützung dieser Aussagen der Einfluß der Trägheiteigenschaften am Beispiel
eines Zwei-Freiheitsgrad-Systems untersucht.
6Mit CF (“characteristic place frequency”) wird die Frequenz bezeichnet, bei der die niedrigste Schwelle für eine
Nervenantwort liegt (Robertson und Johnstone, 1981). Sie stimmt gut mit dem Ort der maximalen Auslenkung der
BM überein (Narayanet al., 1998).
7Bei Setzen der Dichte des inneren Fluids auf 0 kg/m3 verschieben sich die Resonanzfrequenzen zu Frequenzen
f > 100 kHz (nicht dargestellt).
8Für ein einfaches Einfreiheitsgradsystem ist nach der Resonanzfrequenz ein asymptotischer Anstieg von
12.04 dB/Oktave kennzeichnend. Dabei stellt sich eine Phasenlage von 180◦ ein. Wie jedoch in Abb.5.6.2ersicht-
lich, dreht ab ca. 80 kHz die Phase, was auf eine weitere hochfrequente Resonanz hinweist. Da diese experimentell
bisher nicht beobachtet wurde, muß dies als reine Modelleignschaft gewertet werden.
Kapitel 6
Einordnung der Ergebnisse
und Diskussion
In dieser Arbeit ist auf Basis eines kontinuumstheoretischen Ansatzes ein Modell einer isolier-
ten äußeren Haarsinneszelle erstellt worden. Dabei wurdendie dreidimensionale Geometrie, ein
anisotropes viskoelastisches Materialgesetz und ein inneres viskoses Fluid berücksichtigt. Inten-
sive Parameterstudien auf Basis axialer Impedanzmessungen erlauben eine Charakterisierung der
elastischen und viskosen Kräfte sowie des Trägheitseinflusses. Dabei wurde ausschließlich das
passive mechanische Verhalten der ÄHZ modelliert. Die in der Einleitung bereits erwähnte Län-
genänderung durch Änderung des Membranpotentials lassen jedoch auf ein piezoelektrisches Ver-
halten schließen. Daher soll einleitend für dieses Kapitele ne allgemeine Betrachtung des piezo-
elektrischen Effektes erfolgen und dessen Einfluß auf die passiven Eigenschaften der ÄHZ abge-
schätzt werden. Danach werden die Ergebnisse der passiven Modellierung diskutiert. Abschlie-
ßend erfolgt eine Diskussion zur Elektromotilität der ÄHZ.
6.1. Überlegungen zur Notwendigkeit der Einbeziehung
der Piezoelektrizität
Aus materialtheoretischer Sicht gesehen, erfolgt eine Kopplung des mechanischen Feldproblems
mit dem elektrostatischen Feldproblem nachLandau und Lifschitz(1997) undEringen(1963) der
Art
T = CE : S − e · E
D = eT : S + εS · E
oder
S = DE : T + d · E
D = d T : T + εT · E ,
(6.1.1)
wobei die Notation an die Standardliteratur der Piezoelektrizität angepaßt werden soll. Dabei be-
deutenT der zweistufige mechanische Spannungstensor (bisherσ), D der Vektor der elektrischen
Flußdichte1, S der infinitesimale Verzerrungstensor (bisherε) und E der Vektor der elektrischen
Feldstärke. Weiterhin sindCE der Elastizitätstensor (bisherE), DE der Nachgiebigkeitstensor
(DE = CE
−1
), e der dreistufige piezoelektrische Spannungstensor (symmetrisch in zwei Indizes;
siehe auchWeitzelet al.(2003)), d der piezoelektrische Verzerrungstensor (ebenfalls dreistufig mit
d = DE : e), εS der zweistufige Tensor der elektrischen Permittivität bei konstanter Verzerrung
1in der Literatur auch als dielektrische Verschiebung bzw. Verschiebungsdichte bezeichnet.
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undεT die elektrische Permittivität bei konstanter mechanischer Spannung (εT = eT : d + εS).
Die Herleitung des elektrostatischen Feldproblems erfolgt dabei auf Grundlage der Maxwell-
schen Gleichungen, die erstmals 1865 von J.C. Maxwell theoretisch formuliert wurden (Maxwell,
1865). Diese lauten in der differentiellen Form:
∇ × H = J + Ḋ
∇ × E = −Ḃ
∇ · D = ρ
∇ · B = 0
(6.1.2)
Dabei bedeutenH der Vektor der magnetischen Feldstärke,J der Vektor der elektrischen Fluß-
dichte undB der Vektor der magnetischen Flußdichte, undρ beschreibt die Volumenladungs-
dichte. Ist die vollständige Entkopplung zwischen magnetischem und elektrischem Feld gegeben2
und damit keine freien Ladungsträger (J = 0) sowie keine Ladungsquellen im Gebiet vorhan-
den (ρ = 0), kann daraus dieMaxwell-Faraday-Theoriedes elektrostatischen Feldproblems nach
Eringen(1963) zu
∇ × E = 0 und ∇ · D = 0
abgeleitet werden.
Die ausschließliche Einbeziehung des elektrostatischen Feldproblems birgt jedoch einige dis-
kutable Punkte in sich. In der klassischen Elektrotechnik fungiert der Kondensator als Modell für
den Sonderfall des elektrostatischen Feldes. Dabei erfolgt per Definition keine Ladungsströmung
über die durch ein Dielektrikum voneinander getrennten Ladungsträger. Das Dielektrikum kann
dabei Luft (entspricht in guter Näherung dem Vakuum) oder auch ein anderes Isoliermaterial sein.
Die KapazitätCm des Kondensators, d.h. seine Fähigkeit, elektrische Ladungen an der Oberfläche
zu sammeln, hängt dabei direkt von der Permittivität des Isolierstoffes ab. Da das Füllmaterial
durch einen sehr hohen elektrischen Widerstand (theoretisch ein Nichtleiter) gekennzeichnet ist,
können die angesammelten Ladungen nur durch einen parallelgeschalteten Widerstand (dessen
Größe bestimmt neben der Kapazität des Kondensators die Entladezeit) abgeführt werden. Eine
andere Möglichkeit, einen Stromfluß (nicht durch, sondern in den Kondensator bzw. daraus hin-
aus) zu erzeugen, besteht im Anlegen einer zeitlich verändelich n elektrischen Spannung. Als
Konsequenz daraus fungiert der ideale Kondensator als Filter für Gleichspannungssignale.
Bei Ansatz eines piezoelektrischen Materialgesetzes im Falle der ÄHZ müssen diese Eigen-
schaften bzw. Einschränkungen natürlich mit berücksichtigt werden. Durch die Kopplung mit
dem elektrischen Feldproblem ist eine Änderung des mechanischen Verhaltens zu erwarten. Es
ist bekannt, daß die Steifigkeit eines Piezokristalls im elektrischen Leerlauf (kein Aufbringen ei-
ner elektrischen Spannung) höher ist als im Kurzschlußbetrieb. Wie groß letztlich der Unterschied
ist, hängt direkt vom piezoelektrischen Spannungs- bzw. Verzerrungstensor3 sowie dem Permitti-
vitätstensor ab. Im Falle der ÄHZ sind verschiedene quasistatische Experimente zur Bestimmung
der axialen Steifigkeit durchgeführt worden. Dabei zeigt sich, daß auf Grund der relativ hohen
Streuung der Werte kein Anhaltspunkt für eine signifikante Beeinflussung der axialen Steifigkeit
2Eine Abschätzung erfolgt über die sogenannte Eindringtiefe δ = 1√
πσµ0µr f
, die sowohl von der Frequenzf als
auch von der Permeabilitätµ0 des jeweiligen (magnetisch isotropen) Materials abhängt.Ha δ die Dimension der
Systemabmessungen, ist keine Entkopplung zwischen elektrischem und magnetischem Feld gewährleistet.
3In Ludwig et al. (2001) undDonget al. (2002) wurde die thermodynamisch notwendige Reziprozität im piezoelek-
trischen Verhalten nachgewiesen und Kopplungsfaktoren (piezoelektrische Verzerrungswerte) von 20 fC/nN (Dong
et al., 2002) bestimmt, die ca. viermal höher sind als die höchsten Wertebekannter technischer Materialien.
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durch die elektrostatischen Effekte gegeben ist. Die Ursachen dafür können dabei nicht eindeutig
identifiziert werden4. Es ist bekannt, daß in der basolateralen Wand verschiedeneKa äle vorhan-
den sind. Neben der Fähigkeit, Wasser und Fruktose zu transportieren, ist die Zellwand permeabel
für Chlorid (Cl−) und Bikarbonat (sieheAshmore(2008) zur Übersicht). Unter dem Gesichtspunkt
einer elektromechanischen Feldbeschreibung muß ebenfalls verschiedenen Arten von Kaliumio-
nen (K+) besondere Aufmerksamkeit geschenkt werden. Innerhalb des Cortischen Organs sind
drei elektrische Potentiale bekannt. Die Endolymphe in derScala Media zeigt einen hohen Anteil
von K+ und ein sogenanntes endocochleäres Potential von ca.+80 mV. Die beiden anderen Scalen
(Scala Vestibuli und Scala Tympani) dagegen sind durch einen geringen Anteil vonK+ gekenn-
zeichnet. Deren Potential liegt bei ca. 0 mV. Da nicht die Basilarmembran, sondern die Kutikular-
platte alsK+-Blocker fungiert, ist am basalen Ende der ÄHZ (im extrazellulären Fluid) ebenfalls
ca. 0 mV Potential vorhanden. Im Zellinneren dagegen könnenca.−70 mV nachgewiesen werden.
Damit beträgt das Ruhemembranpotential ca.−70 mV und die Gesamtpotentialdifferenz über die
Stereozilienmembran ca. 150 mV. Der Arbeitspunkt derK+-Ionen liegt demnach bei ca.−70 mV.
Durch Auslenkung der Stereozilien und Öffnen von Ionenkanälen (siehe z.B.Hudspeth(2008))
kommt es zu einem Ionenfluß in das Innere der ÄHZ. Da die Zellwand permeabel für diese La-
dungen ist, kann damit ein elektrischer Stromfluß durch die Wand erfolgen, was der Betrachtung
eines reinen Piezomaterials widerspricht5.
Ein weiterer Punkt betrifft den Einfluß der vorhandenen Fluide auf die elektrischen unddamit
mechanischen Eigenschaften der Zelle. Das betrifft primär die Frage nach geeigneten Randbedin-
gungen (elektrische Spannung) an der Oberfläche der basolateralen Wand. Auch der Frage nach
Linearität im piezoelektrischen Materialgesetz muß nachgegangen werden. Zur Beantwortung der
letzten Frage kann auf Arbeiten von Preyer (P eyeret al., 1994, 1995) und Canlon (Shvarev und
Canlon, 1997) zurückgegriffen werden. Hier wurden jeweils Membranpotentialänderungen (Re-
zeptorpotential) an isolierten ÄHZ, die sich bei Auslenkung des zugehörigen Stereozilienbündels
ergeben, gemessen. In allen drei Arbeiten sind jeweils Änderungen von wenigen mV ermittelt
worden. InPreyeret al. (1995) erfolgte eine Stereozilienauslenkung so weit, bis das Rezeptorpo-
tential maximal wurde. Dabei wurde die Membranpotentialänderung von 2.9± 1.8 mV bestimmt.
In Preyeret al.(1994) wurden Werte 1.5±0.9 mV angegeben. Berücksichtigt man nun einen Kopp-
lungsfaktor von ca. 15 nm/ V (Santos-Sacchi, 1989), d.h. eine axiale Auslenkung der ÄHZ von
maximal 75 nm6, sind für den physiologisch sinnvollen Bereich wiederum kleine Deformationen
zu erwarten. Obwohl eine nichtlineare Abhängigkeit der Wandk pazität bei großen Membranpo-
tentialänderungen von bis zu 80 mV nachgewiesen wurde (Iwasa, 1993), kann im physiologisch
sinnvollen Bereich von konstanten Werten ausgegangen werden7. Dies wiederum rechtfertigt die
Annahme konstanter Permittivitätswerte im piezoelektrischen Materialgesetz. InIwasa(1993),
dessen Bild 4C, wird auch eine relativ schwach-nichtlineare Abhängigkeit der WandkapazitätCm
4He und Dallos(1999) konnten zeigen, daß bei definiert eingestelltem Membranpote tial (±70 mV Änderung gegen-
über dem Ruhepotential von ca.−70 mV) eine Steifigkeitsänderung von höchstens 30 % eintritt.
5Daten zur Messung der axialen Impedanz mit Kanalblockern, d.h. der Unterbindung des Stromflusses durch die
Zellwand, zeigen eine Verdopplung des Imaginärteilsℑ{Z}. Der Realteilℜ{Z} bleibt jedoch unberührt (Eckrich
et al., 2008).
6Es ist zu beachten, daß der Faktor für Depolarisation und Hyperpolarisation verschieden ist (15 nm/mV im Gegensatz
zu unter 2 nm/mV) und damit diese Asymmetrie für unphysiologisch große Membranpotentialänderungen nicht zu
vernachlässigen ist.
7Die funktionell nichtlineare Abhängigkeit der Kapazität vom Membranpotential (NLC für “nonlinear capacitance”)
kann durch eine modifizierte Bolzmannfunktion beschriebenw rden, deren Maximum beim Ruhemembranpotential
liegt und im De- bzw. Hyperpolarisationsbereich in Glockenform allmählich abklingt, siehe z.B.Ashmore(2008);
dessen Bild 3.
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vom Turgor (Zellinnendruck) bei konstant gehaltenem Membranpotential (−47.2 mV, Wandwider-
stand ca. 44− 47 MΩ) nachgewiesen, deren Größe ca.Cm = 28− 29.2 pF bei Zellängsdehnung
zwischen−10 und 0 % beträgt (siehe auchHousley und Ashmore(1992)).
Zusammengefaßt kann also gesagt werden, daß zur Beschreibung der ÄHZ ein lineares piezo-
elektrisches Materialgesetz geeignet ist, das jedoch das Zellverhalten nicht vollständig beschreibt.
Dafür sind geeignete Strategien zur Beschreibung der Ionenkanäle zu entwickeln, die z.B. auch
einen beobachten Gleichstromanteil als Zellreaktion berücksichtigen (sieheBrundin und Russell
(1994)) und damit ein nichtlineares Zellverhalten beschreiben kö nten.
6.2. Elastische Eigenschaften der basolateralen Wand
Wie in Kapitel 4 detailliert beschrieben, sind zur vollständigen Beschreibung der elastischen Ei-
genschaften im dreidimensionalen Fall 21 voneinander unabhängige Materialwerte notwendig.
Auf Grund der angenommenen Orthotropie der basolateralen Wa d reduziert sich diese Zahl auf
neun Werte, wobei durch Annahme einer Rotationssymmetrie eine weitere Reduktion auf sieben
Materialwerte erfolgt. Die in bisherigen Modellen favorisierte Approximation der basolateralen
Wand durch eine Zylindermembran läßt die Ermittlung von drei W rten zu (Ez, Eϕ, νϕz). Die Be-
stimmung der vier verbliebenen Materialwerte erfolgt durch Annahme schwacher Kompressibilität
(νrϕ, νrz) und Ermittlung auf Basis von Parameterstudien (Er , Grz).
Vom Standpunkt der Mechanik aus gesehen, ist bei der Bestimmung der axialen Impedanz von
isolierten ÄHZ die Beanspruchung der basolateralen Wand primär durch Längs- und Umfangs-
dehnung sowie Gestaltänderung (Schubverzerrung – Ausbauchen) gekennzeichnet. Die Beanspru-
chung wird durch die Geomtrie, d.h. das sehr kleine Dicken-Umfangsverhältnis von 3.2 ·10−3 und
die ebenfalls sehr kleinen Dicken-Längenverhältnisse von1.2 · 10−3 bis 4 · 10−3 (Zellänge 85
bis 25µm), maßgeblich beeinflußt. Im konkreten Fall ist eine Kompression, d.h. Volumenände-
rung, der basolateralen Wand nicht zu erwarten. Das zeigt sich auch in den Modellrechnungen in
Abb. 5.4.1, wo trotz Variation des äquivalenten Kompressionsmodulsκequiiso um mehr als drei Grö-
ßenordnungen die Beeinflussung des Realteils der Impedanz ver achlässigbar ist und bei niedrigen
Anregungsfrequenzen von 100 Hz nur eine geringe Änderung des Imaginärteils von ca. 10 % be-
wirkt. Damit kann gezeigt werden, daß die Wahl vonEr eine untergeordnete Rolle bei diesem
Belastungsfall spielt. Die Bestimmung vonGrz dagegen kann nicht unabhängig von der Schub-
viskositätηrz erfolgen. Der letztlich gefundene Wert vonGrz = 327 Pa spiegelt eine Eigenschaft
wider, die auch bei isolierten Pfeilerzellen im 3-Punkt-Biegeversuch gefunden wurde (Tolomeo
und Holley, 1997). Er ist mindestens eine Größenordnung kleiner als er minimal haben würde,
wenn isotropes Materialverhalten mitE = 9.8 kPa (analogEz) und (theoretisch nicht möglicher)
Inkompressibilität (ν = 0.5) vorliegen würden. Im Umkehrschluß bedeutet dies, daß diebasolate-
rale Wand sehr schubweich ist (Tolomeo und Holley, 1997).
Die Abschätzung der Größenordnung der gewählten elastischen Materialparameter kann aus-
schließlich in Bereichen niedriger Frequenz (quasistatisch), im Idealfall bei f = 0 Hz, erfolgen.
Hier sind die Trägheits- bzw. Dämpfungseffekte vernachlässigbar klein bzw. nicht vorhanden.
Implizit wurde in dem im Kapitel1.2 vorgestellten Experiment mit der axialen Steifigkeit eine
Bauteil- oder Zelleigenschaft bestimmt. Diese kann durch|2πj j · Z̃p| einfach berechnet werden. In
Abb. 5.6.2sind die Ergebnisse der Modellrechnung in Abhängigkeit vonder Zellänge dargestellt.
Dabei zeigt sich, daß bis zu einer Frequenz von ca. 2 kHz (l = 25µm) bzw. ca. 0.6 kHz (l = 85µm)
vom quasistatischen Fall ausgegangen werden kann. Die ermitt lten axialen Steifigkeiten liegen
dabei im Bereich von 0.50 bis 1.77 mN/m. Die Bestimmung der axialen Steifigkeiten war in der
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Vergangenheit häufig Gegenstand der Forschung. Stellvertret nd sei hier die Arbeit vonHallworth
(1995) erwähnt, wo eine relativ hohe Streuung der Werte von 1 bis 25mN/m ermittelt wurde.
Im vorhergehenden Abschnitt wurde bereits auf die Abhängigkeit der Steifigkeit von elektrischen
Randbedingungen eingegangen. In der zitierten Arbeit vonHe und Dallos(1999) wurde bei einem
Ruhepotential von−70 mV eine Steifigkeit von 4.8 mN/m gemessen. Dabei trägt Prestin signi-
fikant zur Gesamtsteifigkeit bei (Dallos et al., 2008). Die ermittelten Steifigkeiten lagen hier bei
ca. 0.5 mN/m ohne Prestin und bei ca. 2.0 mN/m in genetisch unveränderten Zellen8. Der axialen
Steifigkeit wird eine Schlüsselrolle im Verständnis, aber auch der Realisierbarkeit des cochleären
Verstärkers zugewiesen. Während eine zu nachgiebige ÄHZ nicht i der Lage ist, zusätzliche Ener-
gie in das Cortische Organ einzubringen, könnten zu steife Zellen das Organverhalten ebenfalls
negativ beeinflussen. Der Vergleich der Modellwerte (auf Basis der Impedanzmessungen) mit den
publizierten Werten zeigt, daß die untersuchten Zellen eine um Faktor 2 bis 5 geringere Steifigkeit
aufweisen.
Die ermittelten Elastizitätskonstanten gelten jedoch nurfür das bereits postulierte linear-elas-
tische Materialverhalten der ÄHZ. Eine qualitative Abhängigkeit eines Antwortsignals vom An-
regungspegel oder auch bleibende Deformationen (sieheEhr nstein und Iwasa(1996)) können
damit nicht abgebildet werden. So zeigen die Untersuchungen von Brundin und Russell(1994)
bei einem normal zur lateralen Wand und punktuell aufgebrachtem harmonisch oszillierenden
Fluidjet (das basale Ende der ÄHZ wurde mit einer Pipette festgehalten) eine harmonische Längs-
kontraktion der Zelle, die, in Abhängigkeit von der Höhe derB wegungsamplitude des Fluidjets,
mit einer DC-Komponente überlagert ist9. Obwohl eine Überprüfung der Linearität des Meßauf-
baus mit einem Probekörper festgestellt wurde, kann nicht eindeutig gesagt werden, daß diese
DC-Komponente und damit nichtlineare Systemantwort ausschließlich eine Eigenschaft der ÄHZ
ist10. In der Strömungsmechanik kennt man den Begriff des “steady streaming” (Riley, 2001), das
bei Schwingungsamplituden größer als eine charakteristische geometrische Länge zu stationären
Strömungen führt.
Abschließend kann gesagt werden, daß für rotationssymmetrische Probleme der ÄHZ-Mecha-
nik geeignete Materialwerte vorliegen bzw. in dieser Arbeit ermittelt wurden. Die zwei noch un-
bestimmten SchubmoduliGrϕ, Gϕz zur vollständigen dreidimensionalen Beschreibung der baso-
lateralen Wand müssen in weiteren Arbeiten spezifiziert werden. Dies stellt insofern eine Notwen-
digkeit dar, da nichtrotationssymmetrische Biegedeformationen (Spectoret al., 2002; Li und Lim,
2007; Lim und Li, 2007) von diesen Größen beeinflußt werden und prinzipiell in der Cochlea eine
Rolle spielen können. Für zukünftige Experimente wäre es dabei hilfreich, wenn eine vollständige
Beobachtung des Deformationsverhaltens der ÄHZ in geeigneter Auflösung bei – je nach Expe-
riment – mechanischer (z.B.Hallworth (1995)) oder elektrischer Stimulation (z.B.Franket al.
(1999)) erfolgen würde. Dies stellt eine große Herausforderung dar, ist jedoch im Hinblick auf ein
verbessertes Modell perspektivisch anzustreben.
8In der engl. Literatur mit “wildtype” (wt) bezeichnet.
9Die Autoren nennen diesen Effekt “tonic motion”, der erstmal im Zusammenhang mit Kontrakion und Relaxation
von Körpergewebe i.A. von Georg Ernst Stahl im Jahre 1692 eingeführt wurde (Georg Ernst Stahl, Dissertatio epis-
tolica ad Tit. Dominium Johannem Adrianum Slevogt De motu tonic vitali, & hinc independente motu sanguinis
particulari (Jena: Ehrten, 1692)), wie inChang(2004) zitiert.
10Evans et al. (1991) detektierten ebenfalls eine DC-Komponente bei elektrischer Anregung im Mikrokammer-
Experiment.
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6.3. Viskose Eigenschaften der basolateralen Wand und
des intrazellulären Fluids
Im Gegensatz zu den elastischen Eigenschaften ist besonderdie Bestimmung der viskosen Eigen-
schaften der basolateralen Wand bisher nicht intensiv verfolgt worden. Die in dieser Arbeit um-
gesetzte numerische Lösung eines viskoelastischen Materialg setzes auf Basis eines verallgemei-
nerten Voigtschen Materials führt auf Dämpfungsmatrizen,die als geschwindigkeitsproportionale
Dämpfung vom Newtonschen Typ aufgefaßt werden können. Das gilt sowohl für die basolaterale
Wand, aber auch für das intrazelluläre Fluid. Mit dieser Arbeit wird es möglich, Anisotropien im
Dämpfungsverhalten zu qualifizieren als auch zu quantifizieren.
Wie bereits erwähnt, wurden in früheren Arbeiten die dissipativen Eigenschaften der ÄHZ-
Wand weniger intensiv untersucht.Tolomeo und Steele(1998) stellten bei Nachbildung des Ex-
periments vonBrundin und Russell(1994) fest, daß die Fluidviskosität allein zur Abbildung der
linearen Antwort ausreichend ist11. Der Frage nach den viskoelastischen Eigenschaften wird auch
in Ratnanatheret al. (1996b) nachgegangen. Es wurde festgestellt, daß sich die basolaterale Wand
viskoelastisch verhält. Der ermittelte Wert von 3 mPa·s liegt dabei in der Größenordnung von
Wasser12. Liao et al. (2005a,b) publizierten ebenfalls ein Modell der ÄHZ mit viskoelastischer
Zellwand auf Basis einer zylindersymmetrischen Membran. Sie führten eine isotrope Viskositäts-
matrix (analog Gl. (4.2.23)) ein und setzten einen Wert von 1000 mPa·s, ein Wert, der für die
Membran von roten Blutkörperchen bestimmmt wurde (Evans und Skalak, 1980). Auch in der Ar-
beit vonRabbittet al. (2009) wird zum Abgleich mit Experimenten ein isotropes viskoelastisches
Material über zusätzliche Gleichungen formuliert. Jedochhaben diese Werte einen Modellcharak-
ter und erlauben keinen Bezug zu einem Materialgesetz.
Die Widersprüche in der Modellbildung einerseits und der ermittelten (Material-)Werte ande-
rerseits machen damit eine strukturierte Untersuchung verschiedener Dämpfungstypen unerläß-
lich. Wie in Kapitel 5 gezeigt, ist von vier untersuchten Dämpfungsformulierungen nur der Fall
reiner anisotroper Schubdämpfung in der Lage, die ermittelten Impedanzkurven adäquat wieder-
zugeben (siehe Abb.5.1.2). Das ist insofern interessant, weil, wie eingangs erwähnt, neben der
Schubverzerrung auch Normaldehnungskomponenten währendder Deformation auftreten. Da die
basolaterale Wand als homogenes Kontinuum modelliert ist,kann an dieser Stelle keine Aussage
darüber gemacht werden, welche der drei Hauptschichten fürdieses Verhalten verantwortlich ist.
Weiterhin kann die Frage nach mikrostrukturellen Mechanismen der Dissipation mit dem Modell
nicht beantwortet werden. Da die Zellwand jedoch eine wasserähnliche Konsistenz besitzt, ist es
durchaus plausibel, daß ein Dämpfungsverhalten ähnlich einem Newtonschen Fluid auftritt.
Anisotropie im viskosen Anteil des Materialgesetzes ist eine Eigenschaft von Aktinnetzwerken,
die unter anderem auch in Flüssigkeitskristallen beobachtet werden kann (Dalhaimeret al., 2007).
Die durch das Modell ermittelte Größenordnung der Schubviskos tätswerte von ca. 1000 mPa·s
wird durch alternative Messungen vonLi et al. (2002) (23.9 bis 52.5 Pa·s) bestätigt. Die grund-
legenden Mechanismen der Energiedissipation sind dabei höchstwahrscheinlich in der Interaktion
zwischen den Lipiden der Plasmamembran und dem kortikalen Netz und/oder darin vorhandenen
Proteinen zu suchen.
Mit dem notwendigen Wert vonηrz = 1000 mPa·s wurde eine Größenordnung ermittelt, die
plausibel erscheint (s.o.). Jedoch muß auch hier wieder einEi schränkung bezüglich der Validi-
tät des Modells erfolgen. Da die axiale Impedanz eine skalare Größe ohne Bezug zum Gesamt-
11Die genaue Größe der Viskosität wird nicht angegeben.
12Die bei der Modellbildung verbleibenden offenen Fragen und Probleme wurden in Kapitel4 ausführlich diskutiert.
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deformationsverhalten der ÄHZ darstellt, ist der ermittelte Wert für die Viskosität u.U. stark von
der sich einstellenden Geometrie abhängig. Das bedeutet, wenn nur lokale Schubverzerrungen im
basalen Bereich bzw. nahe der Kutikularplatte auftreten, sind in diesem Falle höhere Viskositäten
notwendig, als wenn die gesamte Zellwand eine Schubverzerrung erfährt. Im Finite-Elemente-
Modell ist bei den gewählten Werten eine relativ gleichmäßige Schubverzerrung zu beobachten,
so daß der ermittelte Wert wohl eher eine Untergrenze darstellt. Interessant ist auch, daß das Ver-
hältnis vonGrz/ηrz die Form der Deformation steuert. Wie in Abb.5.2.1zu sehen, führt bei fest-
gehaltenemGrz/Grz0 ein sukzessive Erhöhung vonηrz nicht zwingend zu einer sukzessiven Erhö-
hung/Verringerung des Real- bzw. Imaginärteils der Impedanz, dasich unterschiedliche Deforma-
tionsformen einstellen (nicht dargestellt). Ohne nähere Untersuchungen durchzuführen, könnten
die Gründe in unterschiedlich angeregten Beulformen bei dünnwandigen Strukturen liegen (erfor-
dert die Berücksichtigung von Vorspannungseffekten).
Was Gl. (3.2.53) bereits zeigte, wird nun auch in den Ergebnissen sichtbar.Die Dämpfung der
basolateralen Wand beeinflußt nicht nur den Realteil der Impedanz. Im unteren Frequenzbereich
bis ca. 0.6 kHz ändern sich auch die Werte des Imaginärteils (Abb.5.2 2). Damit wird deutlich,
daß die ÄHZ nicht als einfaches Ein-Freiheitsgrad-System aufgefaßt werden kann, sondern eine
höhere Komplexität besitzt.
Neben den viskosen Eigenschaften der basolateralen Wand sind auch die viskosen Eigenschaf-
ten des intrazellulären Fluids von Bedeutung. Dabei muß wiederholt betont werden, daß das in-
nere Fluid ohne Berücksichtigung einer Mikrostruktur modelliert wurde. Das bedeutet, daß die
Viskosität des Fluids nicht zwingend der von Wasser entspricht. Da dieser Wert bisher nicht be-
stimmt wurde, wurde in den Modellrechnungen exemplarisch untersucht, wie eine Änderung die-
ses Materialwertes die axiale Impedanz beeinflußt. Wie Abb.5.2.3zeigt, beeinflußt die Änderung
von ηFluid primär den Realteil vonZ. Dabei wird dieser bei Erhöhung vonηFluid bis zu einer Fre-
quenz von ca. 6 kHz ebenfalls erhöht. Dagegen zeigt sich bei höheren Frequenzen, daß lokale
Fluidschwingungen innerhalb der Zelle auftreten können. Ob diese physiologisch sind oder ledig-
lich ein Ergebnis unzureichender Modellierung, kann an dieser Stelle nicht beantwortet werden.
Die genaue Beantwortung dieser Frage kann nur durch eine genauere Untersuchung der intrazel-
lulären Fluide, als auch durch ein bereits oben erwähntes erweit rtes Beobachtungsverfahren zur
Charakterisierung der räumlichen Deformationen der ÄHZ erfolgen. Es ist zu erwarten, daß die
Modellierung des inneren Fluids als ein Newtonsches Fluid allein nicht ausreichend ist.
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Neben den bisher diskutierten elastischen und viskosen Eigenschaften ist zur Beschreibung eines
schwingungsfähigen Systems auch die Charakterisierung der Trägheitseigenschaften notwendig.
Wie im Kapitel2 gezeigt, ist dafür die Angabe einer Dichte erforderlich. Dabei muß nicht zwangs-
läufig eine homogene Dichteverteilung vorausgesetzt werden. Prinzipiell erlaubt die implementier-
te Finite-Elemente-Lösung des viskoelastischen Feldproblems auch die Formulierung eines Dich-
tegradienten13. Hochauflösende Transmissions-Elektron-Mikroskop-Aufnahmen zeigen, daß die
Dicke der basolateralen Wand ca. 0.1 µm beträgt und drei Schichten aufweist (Dieler et al., 1991;
Oghalaiet al., 1998). Weiterhin liegen verschiedene gelöste und ungelöste Prot ine sowie der Zell-
kern im Inneren der Zelle vor. Dieser kurze Abriß zeigt, daß neben verschiedenen elastischen und
viskosen Eigenschaften auch unterschiedliche Dichten innerhalb der Zelle vorhanden sein könn-
13In der realisierten Implementierung kann pro finitem Element nur ein Wert und keine Funktion vom Ort eingegeben
werden
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ten. Bei genauerer Betrachtung zeigt sich jedoch, daß die inviduellen Dichteunterschiede inner-
halb der Zelle im Vergleich zu Elastizitäts- und Viskositätsvariationen nur von untergeordneter
Bedeutung sind und Dichtewerte ähnlich dem von Wasser mit hoher Wahrscheinlichkeit auftreten.
Nichtsdestotrotz wurde in dieser Arbeit der Einfluß der Dichte von allen Komponenten14 auf
die Impedanz untersucht. In den Abb.5.3.1und5.3.2ist zu sehen, daß bei angenommener Dich-
te von 5000 kg/m3 (fünffacher Wert von Wasser) bereits bei ca. 3 kHz ein Einfluß erkennbar ist.
Die Gründe liegen dabei in lokal auftretenden Fluidbewegungen, die wiederum durch eine höhere
Viskosität unterdrückt werden könnten. Ob diese Bewegungsmuster im Experiment auftauchen,
kann an dieser Stelle nicht gesagt werden. Sie führen jedochim Modell auch zu global detektier-
baren Resonanzfrequenzen, die je nach Zellänge bereits beica. 1.25 kHz (l0 = 85µm, Abb.5.6.2)
auftreten können. Da die Bestimmung der axialen Impedanz aus technischen Gründen bisher nur
an sehr kurzen Zellen ermittelt wurde, kann kein Vergleich mit Meßwerten erfolgen. Resonanz-
frequenzen dieser Größenordnung wurden jedoch auch in den Experimenten vonBrundin und
Russell(1994) ermittelt. Sie zeigten, daß in Abhängigkeit von der Zellänge15 Resonanzfrequen-
zen von 0.2− 3 kHz auftreten. In der Modellbildung vonTolomeo und Steele(1998) treten diese
Resonanzen ebenfalls auf. Die Arbeit vonFranket al.(1999) zeigt ebenfalls deutlich, daß die ÄHZ
nicht zu vernachlässigende Trägheitseigenschaften aufweist. Allerdings sind in dieser Arbeit bei
elektrisch induzierter Bewegung keine Resonanzerscheinungen beobachtet worden. Unabhängig
von der Zellänge zeigen die frequenzabhängigen Verschiebungen ein Tiefpaßverhalten zweiter
Ordnung mit 3 dB Eckfrequenzen von 79 kHz beil0 = 17 µm bzw. 6.5 kHz bei l0 = 85 µm.
Woher diese unterschiedlichen Ergebnisse resultieren, kann nicht mit Bestimmtheit gesagt wer-
den, jedoch sollen im folgenden Abschnitt einige mögliche Einflüsse diskutiert werden. Während
sowohl in dieser Arbeit als auch in der Arbeit vonBrundin und Russell(1994) eine mechanische
Anregung bei näherungsweise konstantem Membranpotentialrfolgte, ist in der Arbeit vonFrank
et al. (1999) das Membranpotential selbst bzw. dessen harmonische Änderu g als Anregung be-
nutzt worden. Durch die einleitend gemachten Überlegungenzur Piezoelektrizität der ÄHZ kann
gesagt werden, daß durch die Kopplung von elektrischen und mechanischen Größen im Material-
gesetz die elektrischen Randbedingungen zu unterschiedlich n Systemeigenschaften führen. Da
der Betrieb im elektrischen Leerlauf zu einer höheren Steifigkeit und damit bei gleichbleibenden
Dissipations- und Trägheitseigenschaften zu höheren Resonanzfrequenzen führen, sind die in den
Experimenten ermittelten Ergebnisse als sich widersprechend einzuordnen.Weitzelet al. (2003)
konnten zeigen, daß allein die Einführung der Piezoelektrizität in klassische RC-Schwingkreise
zu signifikanten Resonanzfrequenzerhöhungen bei den elektrischen Impedanzen führt. Die Au-
toren selbst bemerken jedoch, daß die nicht vernachlässigbaren viskosen Eigenschaften zu einer
Relativierung ihrer Aussagen führen könnte. Die Beantwortung der Frage nach den Resonanzfre-
quenzen kann vom momentanen Standpunkt aus gesehen nur durch vollständige Beobachtung der
Deformation, aber auch durch simultane Messung des Membranpote tials oder des elektrischen
Stromes über die Zellwand erfolgen.
Ein weiterer Diskussionspunkt in der Literatur betriff den Zusammenhang von Zellänge und
ihrer Lage innerhalb des Cortischen Organs und damit der tonotopischen Frequenz. In der Arbeit
vonPujolet al.(1992) erfolgt eine Gegenüberstellung (für verschiedene Spezies) o.g. Zusammen-
hangs mit Diskussion über den Zusammenhang zwischen den längenabhängigen mechanischen
Eigenschaften und der Tonotopie der Cochlea. Die Idee wird von Lim und Li (2007) in einer
14Da das intrazelluläre Fluid ca. 98 % des Gesamtvolumens ausmacht, sind dessen Trägheitseigenschaften von wesent-
lich größerer Bedeutung als die der basolateralen Wand.
15Die Autoren geben nicht die Zellänge an, sondern bemerken, daß die Zellen aus den beiden apikalen Windungen der
Meerschweinchencochlea stammen.
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Modellierung der ÄHZ unter Beachtung des inneren und äußeren Fluids aufgegriffen. Es wurde
festgestellt, daß die auftretenden Resonanzfrequenzen der ÄHZ viel höher als die jeweilig zuge-
hörige charakteristische Frequenz innerhalb der Cochlea sind. Diese Ergebnisse können in dieser
Arbeit bestätigt werden (siehe Abb.5.6.2). Vom mechanischen Standpunkt aus gesehen, erscheint
dieses Ergebnis auch verständlich. Prinzipiell kann gesagt werden, daß durch die Aufteilung eines
Gesamtsystems auf einzelne Bauteile und deren Untersuchung eine Extrapolation der Ergebnisse
und damit Übertragung auf das Gesamtsystemverhalten nichtzwangsläufig zulässig ist. Das kann
bereits am einfachen Beispiel mit Einmassenschwingern verdeutlicht werden. Eine Reihenschal-
tung zweier Einmassenschwinger und damit Realisierung eines Zweimassenschwingers zeigt, daß
die Eigenfrequenz des Einmassenschwingers nicht zwangsläufig eine Eigenfrequenz des Zwei-
massenschwingers darstellt. Eine Interpretation eines Teilerg bnisses eines Einzelbauteils als Ei-
genschaft eines Gesamtsystems ist somit immer mit einer gewiss n Vorsicht zu behandeln und
darf nicht zu Fehlinterpretationen führen.
Wie bereits ausführlich erörtert, ist das vorliegende Finite-Elemente-Modell in der Lage, die
passiven Eigenschaften der isolierten ÄHZ adäquat abzubilden. Als gravierenden Faktor muß die
bereits erwähnte Diskrepanz zwischen dem Frequenzgang mitEckfrequenzen im unteren kHz-
Bereich (s. Abb.5.6.2) und den im Elektromotilitätsversuch nachFranket al. (1999) ermittelten
Eckfrequenzen im oberen kHz-Bereich diskutiert werden. Dazu wird im nächsten Abschnitt der
Versuchsaufbau nachFranket al. (1999) vorgestellt und analysiert.
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In einer umfassenden Studie (Franket al., 1999) wurde der Frage nachgegangen, bis zu welcher
Frequenz die isolierte ÄHZ in der Lage ist, bei einem elektrischen Stimulus eine Verschiebungs-
antwort zu generieren. Dabei wurde die Zelle in der Mikrokammer-Konfiguration untersucht,
die ausführlich inDallos et al. (1993) beschrieben wird. Die teilweise eingesaugte Zelle (siehe
Abb. 6.5.1) wird mit einer elektrischen Wechselspannung stimuliert,und auf Grund der Elektro-
motilität ist eine Längskontraktion gemessen worden. Die sich einstellenden elektrischen Felder
werden dabei durch die elektrischen Eigenschaften der Pipette sowie der vorhandenen leitfähigen
Fluide mitbestimmt.
Da in der vorliegenden Arbeit im Finite-Elemente-Modell die Wechselwirkung mit einem elek-
trischen Feld nicht untersucht wurde, soll zur Abschätzungei Minimalmodell entwickelt werden.
Es wird eine bauteilorientierte Modellierungsstrategie angewendet, die im Gegensatz zum in die-
ser Arbeit verfolgten kontinuumsmechanischen Ansatz steht. Zur Untersuchung des Einflusses der
Meßumgebung der Mikrokammer-Konfiguration wird dieses Ersatzmodell in zwei Netzwerkmo-
delle der Meßumgebung integriert und die modellbildungsabhängigen Ergebnisse diskutiert.
6.5.1. Elektromechanisches Ersatzmodell der elektrisch g eteilten Haarsinneszelle
Das elektromechanische Ersatzmodell ist in Abb.6.5.2skizziert. Bei Vernachlässigung der An-
schlußimpedanzen sind zur elektromechanischen Beschreibung der elektrisch geteilten ÄHZ in
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Abbildung 6.5.1: Isolierte ÄHZ in der Mikrokammer-
Konfiguration (Bild verändert nach (Dallos et al., 1993)).
Eine Zelle mit der Gesamtlängel und der elektrisch ge-
teilten ImpedanzZÄHZ wird mit dem Teil (1− q) l in eine
Pipette eingesaugt. Durch Anlegen einer elektrischen Span-
nungu zwischen dem Inneren und dem Äußeren der Pipette
kann ein Transmembranpotential erzeugt werden, wie es in
der Cochlea auftritt. Die Konfiguration selbst kann dabei
nicht als elektrisch neutral aufgefaßt werden. Auf Grund
des elektrischen WiderstandesRMC1 des Fluides in der Pi-
pette sowieRMC2 des außenliegenden Fluides und der Kapa-
zität CMC der gläsernen Pipette kommt diesen Eigenschaf-
ten bei der Analyse des Experimentes maßgebliche Bedeu-
tung zu. Da das Zusammenspiel zwischen den definierten
Größen an dieser Stelle noch nicht spezifiziert ist, wird in
diesem Schema auf eine Verdrahtung verzichtet (siehe dazu
nachfolgende Überlegungen).
Abbildung 6.5.2: Ersatzmodell
der elektromotilen ÄHZ in der
Mikrokammer-Konfiguration nach
Frank et al. (1999) ohne die elektri-
schen Eigenschaften des Meßaufbaus.
Der eingesaugte Teil der ÄHZ hat
dabei einen WiderstandRi = R/(1− q)
und eine KapazitätCi = C(1 − q),
während der außenliegende Teil
den WiderstandRi = R/q und eine
Kapazität Ci = C q aufweist. Die
piezoelektrischen Eigenschaften sind
nur für den außenliegenden Teil der
ÄHZ berücksichtigt und laut Skizze
vermerkt.
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der Mikrokammer-Konfiguration folgende Gleichungen aufzustellen:
0 = u+ u1 + u2
0 = i11+ i12− i21− i22
Q11 = u1 Cq+ k
c x
F = (k + jΩ b−Ω2 m) x− kc u1
u1 = j
R
q
ΩQ12
u2 = j
R
1− qΩQ22
u2 =
1
C(1− q)Q12
(6.5.1)
Dabei werden die beiden Kirchhoffschen Gesetze Knotensatz und Maschensatz (erste beiden Glei-
chungen), die piezoelektrischen Grundgleichungen (6.1.1) auf Bauteilebene (dritte und vierte Glei-
chung) sowie der Zusammenhang zwischen den freien LadungenQ und dem elektrischen Strom
i angewendet. Weiterhin bedeutenu die elektrische Spannung,q das Verhältnis von freier Länge
zu Gesamtlänge der ÄHZ nach Abb.6.5.1, R der elektrische Widerstand der Zelle,C die Zellka-
pazität,F eine Punktkraft undkc die Kopplungskonstante, die den Zusammenhang zwischen den
elektrischen und mechanischen Größen angibt.m ist die effektive mitschwingende Masse,k die
effektive Steifigkeit undb die effektive Dämpfung. Der GesamtwiderstandRsowie die Gesamtka-
pazitätC der ÄHZ wird in Abhängigkeit der Zellängel (in µm) in Housley und Ashmore(1992)
zu
1
R
= (−0.585l + 50.1) · nS
C = (0.473l + 7.73) · pF
(6.5.2)
angegeben. Für eine Zellänge vonl = 51 µm und ql = 24 µm (siehe Zelle OHC84 in Abb. 2
in Frank et al. (1999)) erhält man somit einen WiderstandR = 49.3 MΩ und eine Kapazität
C = 31.9 pF. Die Bestimmung vonR und C erfolgte durch “patch-clamp”-Technik (Neher und
Sakmann, 1976; Hamill et al., 1981), wo die Zelle frei kontraktieren kann, so daß die ermittelte Ka-
pazität Rückschlüsse auf die elektrische Permittivität bei konstanter mechanischer Spannung zu-
läßt. Geht man näherungsweise von einem Zylinderkondensator aus (CTZyl = 2πε0εTr · l/ ln(ra/r i),
ra = 5 µm Außenradius bzw.r i = 4.9 µm Innenenradius), erhält man eine relative elektrische
Permittivität16 von εTr = 227.
Wie bereits erwähnt, wird im Mikrokammer-Experiment der Teil (1 − q) l der ÄHZ eingesaugt.
Damit wird deutlich, daß die Kapazität des eingesaugten Teils Ci = C (1 − q) und die Kapazität
des außen liegenden TeilsCa = C q ist (siehe Abb.6.5.2). Durch die indirekte Proportionalität
des Widerstandes von der Zellänge (R ∼ 1/l) berechnet sich der Widerstand des eingesaugten
Teils zuRi = R/(1− q) bzw. zuRa = R/q für den außen liegenden Teil (Dalloset al., 1993). Die
Bestimmung der Kopplungskonstanten zwischen elektrischem und mechanischem Feld und deren
Reziprozität erfolgte u.a. vonDonget al. (2002) (patch-clamp-Versuch). In dieser Arbeit wird die
16Die Überlegungen in6.1 zeigen, daß die elektrische Permittivität ein Tensor zweiter Stufe ist. Die einfache Mo-
dellierung eines Zylinderkondensators liefert demnach einen Eintrag dieses Tensors. Nur im Falle von einachsiger
Beanspruchung und damit Entkopplung der Vorzugsrichtungen ist diese Vereinfachung statthaft. Außerdem soll an
dieser Stelle weder auf Frequenz- noch auf Temperaturabhängigkeit vonεTr Bezug genommen werden.
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ÄHZ als eindimensionaler Stab betrachtet, so daß die Bestimmung der Koeffizientenc11, c12, c21
undc22 in den Gleichungen
Q = c11u+ c12F
x = c21u+ c22F
(6.5.3)
erfolgte. Dabei wurden für eine Zellänge von 50µm und ein Membranpotential von−70 mV
c12 = 8 µC/N, c21 = 8 µm/V und c12/c22 = 50 nC/m bestimmt. Daraus kann eine Steifigkeit
von c22 = kÄHZ = 6 mN/m bzw. Nachgiebigkeit 1/kÄHZ = 160 m/N berechnet werden, die in sehr
guter Übereinstimmung zu den ermittelten Werten vonFranket al. (1999) (siehe deren Abb. 5B)
sind. Da ein Teil der ÄHZ eingsaugt ist, muß noch eine zusätzliche Korrektur der Steifigkeit der
Art k = kÄHZ/q durchgeführt werden, so daß nunk = 12.75 mN/m gilt. Nach den obengenannten
Gleichungen (6.5.1) müssen dieci j konvertiert werden, und man erhältkc = c21/c22 = 50 nC/m
bzw. kc = 50 nN/V. Für die Kapazität bei konstanter mechanischer Verzerrung folgt darausC =
c11−c12/c22 ·c12 = 30.98 pF. Damit kann gezeigt werden, daß beide Permittivitätennahezu gleich
sind.
Somit stehen zur Bestimmung der Wegantwort bei angelegter elektrischer Spannung alle unbe-
kannten Größen bereit. Löst man Gl. (6 5.1) nachx auf, folgt daraus
x =
F (C jΩ + 1/R) − u · kc (C(1− q) jΩ + (1− q)/R)
(k + jΩ b−Ω2 m)
[
C jΩ + 1/R+ (k
c)2 jΩ
k+jΩ b−Ω2 m
]
. (6.5.4)
Im Sonderfall der Entkopplung, d.h.kc = 0, erhält man die bekannte Gleichung für ein mechani-
sches Einfreiheitsgradsystem zu
x =
F
k+ jΩ b−Ω2 m . (6.5.5)
Im statischen Fall, d.h.Ω = 0 s−1, folgt
x =
F − u · kc (1− q)
k
. (6.5.6)
Das bedeutet, daß in dieser Konfiguration die statische Auslenkung unabhängig vonR undC ist
und nur die Bauteilgrößenkc undk eine Rolle spielen. Löst man Gl. (6.5.1) nachu1 auf erhält man
u1 = −
F
(
kc jΩ
k+jΩb−Ω2 m
)
+ u (C(1− q) jΩ + (1− q)/R)
C jΩ + 1/R+ (k
c)2 jΩ
k+jΩ b−Ω2 m
. (6.5.7)
Wenn wiederholtkc = 0 gesetzt wird, folgt daraus
u1 = −
u (C(1− q) jΩ + (1− q)/R)
C jΩ + 1/R
(6.5.8)
und beiΩ = 0 s−1 der schon bekannte Fall (Dalloset al., 1993)
u1 = −u (1− q). (6.5.9)
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Abbildung 6.5.3: Verschiebungsamplitude (A)
und Phasenlage (B) der elektrisch induzier-
ten Längenänderung (F = 0; u , 0). Ana-
log Abb. 2 in Frank et al. (1999) erfolgte ei-
ne Amplitudenkorrektur für Zellänge und dem
Stimulus. Weiterhin ist die Kopplungskonstan-
te kc mit einem Faktor von 0.26 (für kc =
100· 10−9 N/V wäre der Faktor 0.13) multipli-
ziert worden (sieheFranket al. (1999) S. 4425,
1. Spalte 1, Zeile 7), wobei sich damit auch
die Permittivität leicht ändert (siehe oben). Zur
Veranschaulichung des Einflusses vonkc wur-
de diese weiterhin mit einem Faktor 10−2 bzw.
200 multipliziert. Die Amplitude für die Aus-
gangswerte (rot) zeigte im tieffrequenten Be-
reich nahezu das gleiche Verhalten wie OHC84
in Franket al. (1999). Jedoch ist hier eine Eck-
frequenz der Größenordnung 23.4 kHz zu be-
obachten, die sich mit der Eckfrequnz für die
unkorrigierte Antwort im Experiment deckt. Ei-
ne Erhöhung vonkc (blau) bewirkt neben der
Amplitudenerhöhung auch eine Eckfrequenzer-
höhung und eine leichte Verlaufsänderung bei
tiefen Frequenzen; weiterhin ist ein wesentlich
veränderter Phasengang zu beobachten. Dage-
gen führt die Quasi-Entkopplung von elektri-
schem und mechanischem Feld (grün) erwar-
tungsgemäß zu kleineren Amplituden, jedoch
mit gleichem Phasengang wie in der Ausgangs-
lage.
In Franket al. (1999) wird eine Abschätzung der eff ktiven mitschwingenden Massem mit 6 %
von der Gesamtmasse, unabhängig von der Zellänge, angegeben. Im Falle einer 51µm langen
Zelle erhält manm≈ 0.24 ng. Postuliert man für die Dämpfung den aperiodischen Grezfall, folgt
b = 2 ·
√
m · k = 0.11 mg/s. Damit kann analog zuFranket al. (1999) die für die Zellänge und
den Stimulus statisch korrigierte Amplitude|x/[(1 − q)qu]| und die Phaseφ = arctan(ℑ(x/[(1 −
q)qu])/ℜ(x/[(1−q)qu])) dargestellt werden (siehe Abb.6.5.3). Die eingeführten Parameter führen
zu einem nahezu übereinstimmenden Ergebnis wie inFranket al. (1999) gemessen. Damit eine
wesentliche Eckfrequenzerhöhung eintritt, muß die Kopplungskonstantekc auf sehr hohe Werte
gesetzt werden. Weiterhin zeigt sich, daß nur im Fall der starken Kopplung sowohl die Kapazität
als auch der Widerstand der Zelle eine relevante Rolle für die Elektromotilität spielen. Im Gegen-
satz zur mechanischen Verschiebungsantwort der ÄHZ zeigt die elektrische ImpedanzZÄHZ = u/i
derelektrisch geteilten Zellemit
ZÄHZ =
u
(u1 Cq+ kc x) · jΩ + u1q/R
(6.5.10)
undu1 nach Gl. (6.5.7) ein Tiefpaßverhalten mit wesentlich geringerer Eckfrequenz (s. Abb.6.5.4).
Diese beträgt nur ca. 1/230 der mechanischen Eckfrequenz und ist damit in Übereinstimmung
mit in der Literatur abgeschätzten Werten (siehe z.B.Hudspeth und Logothetis(2000)). Damit
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Abbildung 6.5.4: Amplitude (A) und Phasen-
lage (B) der elektrischen ImpedanzZÄHZ = u/i.
Nahezu unabhängig vonkc liegen die Eckfre-
quenzen im Bereich von einigen hundert Hertz
und damit weit unterhalb der Eckfrequenzen
der mechanischen Verschiebungsantwort wie in
Abb. 6.5.3gezeigt. Der Phasenverlauf für rea-
listischekc zeigt ab ca. 1 kHz einen konstan-
ten Wert von−90. In diesem Fall eilt der elek-
trische Strom der Spannung voraus, was zeigt,
daß die kapazitiven Eigenschaften in diesem
Bereich dominieren.
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kann mit diesem Modell gezeigt werden, daß die piezoelektrischen Eigenschaften der ÄHZ den
Arbeitsbereich im Frequenzbereich signifikant erhöhen (Weitzelet al., 2003). Weiterhin kann ge-
zeigt werden, daß die mechanischen Eigenschaften, d.h. Trägheit und Dämpfung, die Eckfrequenz
bestimmen (Franket al., 1999). Als kritisch muß nun, trotz realistischer Bauteilparameter, die ge-
ringe Eckfrequenz von 23.4 kHz betrachtet werden. Dies ist im Widerspruch zu den Ergebnissen
der Arbeit vonFranket al. (1999), wo Eckfrequenzen bis zu 79 kHz bestimmt wurden. Zu diesem
Ergebnis gelangen die Autoren, weil sie eine elektrische Filt re genschaft des Meßaufbaus festge-
stellt haben. Nachfolgend wird neben der Modellbildung desM ßaufbaus ausFranket al. (1999)
eine zweite prinzipielle Möglichkeit untersucht (siehe Abb.6.5.1und Abb.6.5.5zur Erläuterung):
Variante A: Betrachtung der Mikrokammer-Konfiguration alsReihenschaltung von Wider-
standRMC1 und KapazitätCMC, wobei die ImpedanzZÄHZ zusätzlich parallel zu
CMC geschaltet ist, d.h. Verdrahtung vonCMC über Strichlinie in Abb.6.5.5(Mo-
dell äquivalent zuFranket al. (1999))
Variante B: Betrachtung der Mikrokammer-Konfiguration alsParallelschaltung von Wider-
standRMC1 und KapazitätCMC, wobei die ImpedanzZÄHZ zusätzlich in Reihe mit
RMC1 geschaltet ist, d.h. Verdrahtung vonCMC über Punktlinie in Abb.6.5.5
In beiden Varianten wird davon ausgegangen, daß auf Grund des zu rwartenden geringen Span-
nungsabfalls über das außenliegende FluidRMC2 = 0 gilt. Induktive Effekte im Fluid sollen ver-
nachlässigt werden17.
17Diese Effekte können über die sogenannte Eindringtiefe elektromechanischer Felder abgeschätzt werden. Ohne ins
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Abbildung 6.5.5: Ersatzmodell des Elektromotilitätsver-
suchs nachFranket al. (1999) inklusive der elektrischen Ei-
genschaften des Meßaufbaus in Form der in Abb.6.5 1ein-
geführten Größen. Die Art der Ankopplung der Kapazität
CMC wird dabei gesondert untersucht; Variante A (Strichli-
nie) bzw. Variante B (Punktlinie)
6.5.2. Modellierung des Meßaufbaus der Mikrokammer – Varia nte A
Die Reihenschaltung des WiderstandesRMC1 und der KapazitätCMC parallel zu einer Spannungs-
quelle (siehe Strichlinie in Abb.6.5.5) führt zu einer elektrischen Schaltung, wo der Betrag der
SpannunguCMC überCMC einem Tiefpaßverhalten 1. Ordnung entspricht, d.h.
|uCMC | =
u
√
1+ R2MC1C
2
MCΩ
2
. (6.5.11)
Weiterhin kann die elektrische Impedanz dieser Schaltung mit
ZMCA = RMC1 +
1
jΩCMC
(6.5.12)
und einer 3dB-Eckfrequenz von
fMCA =
√
1
4π2 (RMC1CMC)2 (103/10 − 1)
(6.5.13)
angegeben werden. Hier zeigt sich bereits die erste Schwierigkeit bei der Behandlung der Leitung
des elektrischen Stromes durch eine ionisierte Flüssigkeit. Einerseits wirkt diese Schaltung als
perfekte Sperre für Gleichstrom (durchCMC), andererseits zeigt sich eine Frequenzabhängigkeit,
die unmittelbar aus den lokalen Eigenschaften der Pipettenspitze resultiert. Es ist zu vermuten, daß
die lokalen Eigenschaften bei angesaugter Zelle anders ausgeprägt sind und damit eine Parallel-
schaltung aus Zellimpedanz und Pipettenkapazität zur Modellbeschreibung u.U. nicht geeignet ist.
Trotzdem soll dieses Modell einmal exemplarisch genutzt werden. Setzt man als Flüssigkeitsleiter
eine Wassersäule der LängeL = 0.01 m und einem DurchmesserD = 50µm (Hauptdurchmesser
Detail zu gehen, sind induktive Effekte erst ab ca. 500 MHz zu erwarten und liegen damit weit außerhalb des
betrachteten Frequenzbereichs. Damit entsprichtRMC1 ausschließlich einem einfachen Widerstand.
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Abbildung 6.5.6: Verschiebungsamplitude (A)
und Phasenlage (B) der elektrisch induzier-
ten Längenänderung mit elektrisch relevanter
Pipette Variante A. In Rot ist zur Verdeutli-
chung die Verschiebungsantwort ohne Pipette
gezeichnet. Es ist zu sehen, daß die Auswahl
von fMCA nie zu höheren Eckfrequenzen, als die
Zelle selbst aufweist, führt. Wie zu erwarten,
zeigt die Pipette modelliert als “all pass”-Filter,
daß nahezu keine Korrektur der ÄHZ-Antwort
notwendig ist.
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der Pipette) sowie einer Leitfähigkeit von Salzwasser vonρ = 4 S/m, erhält man für den Wider-
standRMC1 = ρ L/(π/4D
2) ≈ 0.26 MΩ. Die KapazitätCMC soll nun so variiert werden, daß die
Eckfrequenz vonZMCA verschiedene Werte annimmt, d.h. vor allem soll untersuchtwerden, wie
die Verschiebungsantwort der Zelle bei kleinerer und größerer Eckfrequenz als 23.4 kHz geän-
dert wird. Dabei wird nun die ZellimpedanzZÄHZ parallel zuCMC geschaltet. Dies führt zu einer
geänderten Spannung überZÄHZ der Art
uÄHZ =
u · ZÄHZ
RMC1 + ZÄHZ (1+ jΩRMC1CMC)
. (6.5.14)
Nutzt man nun Gl. (6.5.4) mit F = 0 und ersetztu mit uÄHZ, erhält man eine Wegantwort, die
aus den Pipetteneigenschaften resultiert18. In Abhängigkeit von der 3dB-EckfrequenzfMCA sind in
Abb. 6.5.6die Ergebnisse dargestellt. Das Modell zeigt, daßfMCA < 23.4 kHz immer zu geringeren
Eckfrequenzen der Zelle führen, d.h. eine Korrektur ist notwendig. Andererseits wird deutlich, daß
bei einer bestimmten Wahl vonfMCA (in diesem Fall 100 kHz) nahezu keine Korrektur notwendig
ist (“all pass”-Charakteristik der Meßanordnung). Die Ergebnisse dieser Modellierung decken sich
damit prinzipiell mit den Ausführungen inFranket al. (1999).
18Die Analyse des Schaltkreises ohne die elektrische Impedanz ZÄHZ der geteilten Zelle kann auch unter Nutzung
des Thévenin-Theorems (Ersatzspannungsquelle) erfolgen. Für diesen Fall kann ohne Angabe des Rechenweges
die Leerlaufspannung mituL = u/(1 + jΩRMC1CMC) und der Innenwiderstand mitRi = RMC1/(1 + jΩRMC1CMC)
angegeben werden. Damit ergibt sich für den Spannungsabfall uÄHZ über der elektrisch geteilten ÄHZ:uÄHZ =
uL · ZÄHZ/(Ri + ZÄHZ) (siehe Gl. (6.5.14)).
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6.5.3. Modellierung des Meßaufbaus der Mikrokammer – Varia nte B
Wie einleitend erwähnt, wird in Modellvariante B die Ersatzschaltung so verändert, daß die Kapa-
zität CMC parallel zur Spannungsquelle geschaltet wird (Punktliniei Abb. 6.5.5). Damit folgt für
die elektrische ImpedanzZMCB des Meßaufbau ohneZÄHZ
ZMCB =
RMC1/(jΩCMC)
RMC1 + 1/(jΩCMC)
(6.5.15)
mit einer 3dB-Eckfrequenz von
fMCB =
√
103/10 − 1
4π2 (RMC1CMC)2
. (6.5.16)
Für die anliegende Spannung überZÄHZ gilt ferner
uÄHZ =
u · ZÄHZ
RMC1 + ZÄHZ
. (6.5.17)
Damit kann gezeigt werden, daß der SpannungsabfalluÄHZ nur von dem Leitungswiderstand in
der Pipette und nicht von der Kapazität abhängt19. Analog zu Fall A wurde die EckfrequenzfMCB
variiert und die Gesamtimpedanz, d.h. die Eingangsimpedanz oh e und mit eingesaugter ÄHZ,
gegenübergestellt. Die Ergebnisse sind in Abb.6.5 7dargestellt. Diese Abbildung zeigt einerseits
das elektrische Tiefpaßverhalten der Mikrokammer-Konfiguration mit den gewählten Eckfrequen-
zen laut Legende und andererseits die Beeinflussung derselbn bei zusätzlicher Berücksichtigung
einer eingesaugten ÄHZ. Der Zelleinfluß zeigt sich auf zwei Arten, erstens: eine Erhöhung des Be-
trages der Impedanz im tieffrequenten Bereich bis zur Eckfrequenz (der Faktor hängt dabei direkt
von den Zelleigenschaften ab) sowie zweitens: eine Verschiebung der Eckfrequenzen zu tieferen
Werten.
Im Besonderen kann festgehalten werden, daß die Ergebnissenach Abb.6.5.8zeigen, daß die
Kapazität der Kapillare und damit die Eckfrequenz der Mikrokammer bei gewähltemZMC1 keinen
Einfluß auf die Zelle hat und somit nahezu keine Korrektur notwendig ist. Daraus würde folgen,
daß das in dieser Arbeit vorgestellte FE-Modell die dynamischen Eigenschaften der ÄHZ ohne
größere Diskrepanz zu den in der Literatur vorhandenen Messungen ist und damit auch für Fre-
quenzen über 10 kHz anwendbar ist.
Es ist zu sehen, daß der Modellierung der Meßanordnung sowiederen Ersatzparametern beson-
dere Beachtung geschenkt werden muß. Jedes Ersatzmodell führt zu unterschiedlichen Korrektu-
ren, die auf die gemessene Wegantwort der Zelle angewendet werden müssen. Unter Umständen
kann dies bedeuten, daß die vonFranket al. (1999) ermittelten Elektromotilitätsantworten, auf
Grund der gewählten Modellierung, zu hohe Eckfrequenzen liefern, d.h., daß die isolierte ÄHZ
eine “all pass”-Charakteristik im Hörbereich aufweist. Interessanterweise zeigen die Messungen
von Nowotny(2005) im Cortischen Organ ein Tiefpassverhalten, wo die erste Eckfrequenz selbst
bei CF= 24 kHz nur 10 kHz beträgt.
Es ist zu vermuten, daß das Einsaugen der Zelle in die Pipettezu anderen elektrischen Eigen-
schaften der Konfiguration führt. Dies könnte sich z.B. in frequenzabhängigen Werten fürRMC1
19Das Thévenin-Äquivalent dieses Schaltkreises lautet für diesen Fall: LeerlaufspannunguL = u und Innenwiderstand
Ri = RMC1. Der SpannungsabfalluÄHZ über der elektrisch geteilten ÄHZ ist damituÄHZ = uL · ZÄHZ/(Ri + ZÄHZ)
(siehe Gl. (6.5.17)).
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Abbildung 6.5.7: Amplitude (A) und Phasen-
lage (B) der elektrischen ImpedanzZMCB = u/i
für die Anordnung nach Variante B. Wie zu se-
hen, führt das zusätzliche Modellieren der ÄHZ
zu einer signifikanten Verschiebung der Eckfre-
quenz des Tiefpasses. Die Größe der Verschie-
bung hängt dabei direkt von den elektrischen
Eigenschaften der ÄHZ ab.
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bzw.CMC äußern. Aufschluß über diese Problematik kann nur eine vollständige numerische Simu-
lation des Experiments geben – inklusive elektrischer und mechanischer Felder – die jedoch den
Rahmen dieser Arbeit übersteigen würden und zukünftiger Forschungsschwerpunkt sein könnten.
Von experimenteller Seite sollte z.B. in Betracht gezogen wrden, ob eine zusätzliche räumliche
Beobachtung des elektrischen Potentials denkbar ist (Peterkaet al., 2011). Weiterhin könnten die
genaue Position der Zelle in der Meßkammer bzw. die Lage der Stromzuführung hilfreich zum
Modellabgleich sein.
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Kapitel 7
Zusammenfassung und Ausblick
In dieser Arbeit wurde, ausgehend von einem kontinuumstheoretisch motivierten Ansatz, ein Fi-
nite-Elemente-Modell der äußeren Haarsinneszelle der Meeschweinchencochlea entwickelt. Die
in Vergleichsexperimenten gemessenen kleinen Deformationen im Vergleich zu den Gesamtab-
messungen der Zelle erlauben eine Linearisierung der Kinematik und lassen die Anwendung
linearer konstitutiver Beziehungen zu. Dabei kann das viskose intrazelluläre Fluid als isotro-
pes lineares viskoelastisches Material vom Relaxationstyp (Voigtscher Typ) und die heterogene
basolaterale Wand als anisotropes lineares viskoelastisches Material ebenfalls vom Voigtschen
Typ aufgefaßt werden. Das linearisierte mechanische Feldproblem in Form partieller Differential-
gleichungen wird mittels der Finite-Elemente-Methode approximiert und dabei in ein lineares
Matrix-Differentialgleichungssystem in Verschiebung und Druck (intrazelluläres Fluid) bzw. in
Verschiebung (basolaterale Zellwand) überführt. Die viskosen Materialeigenschaften führen dabei
auf Dämpfungsmatrizen, die auf materialtheoretischen Prizipien beruhen und damit thermodyna-
misch konsistent sind. Mittels eines komplexen Ansatzes erfolgt eine Transformation vom Zeit- in
den Frequenzbereich, was eine effiziente Berechnung der Fluid-Struktur-Interaktion zur Folge hat.
Im simulierten Modell zeigt sich, daß den anisotropen Materi l igenschaften der basolatera-
len Zellwand sowohl im elastischen als auch im viskosen Anteil besondere Beachtung geschenkt
werden muß. Während der elastische Anteil durch eine materielle Orthotropie gekennzeichnet ist,
findet in Übereinstimmung mit experimentell ermittelten axialen Impedanzwerten ausschließlich
bei Schubdeformation der basolateralen Wand eine Energiediss pation statt. Die Modellierung der
Zelle im Rahmen einer dreidimensionalen Theorie zeigt, daßie Anwendung von konstanten,
d.h. frequenzunabhängigen Materialwerten zu einer guten Übereinstimmung mit gemessenen Fre-
quenzantworten führt, wie sie im Rahmen einer einfachen Theorie nur durch frequenzabhängi-
ge Bauteilgrößen abgebildet werden könnten. Daraus wird zum einen ersichtlich, daß die Über-
tragbarkeit von Bauteilgrößen nur bei identischer Modellierung gewährleistet ist. Zum anderen
führt die kontinuumstheoretisch motivierte Trennung zwischen Geometrie- und Materialgrößen zu
unterschiedlichen Konsequenzen in der Ergebnisinterpretation. So kann in dieser Arbeit gezeigt
werden, daß sowohl die Dämpfungs- als auch die elastischen Ken größen sowohl den Imaginär-
als auch den Realteil der axialen Impedanz mitbestimmen.
Die Frequenzantwort der ÄHZ zeigt im wesentlichen ein starkgedämpftes Verhalten, das in
zwei Bereiche eingeteilt werden kann. Während im Bereich unter 10 kHz die Dämpfungskräfte
der basolateralen Wand eine große Rolle spielen, wird im hochfrequenten Bereich über 10 kHz
deutlich, daß das intrazelluläre Fluid durch seine Trägheit di limitierende Größe ist und damit zu
einem Tiefpaßverhalten führt, dessen asymptotisches Verhalt n unabhängig von der Zellänge ist
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(Franket al., 1999). Damit zeigt sich, daß die Bedeutung des intrazellulären Fluids von höherer
Relevanz ist als bisher vermutet.
In dieser Arbeit wird gezeigt, daß die passiven mechanischen Eigenschaften die Ergebnisse
der Messungen der axialen Impedanz erklären können. Es konnte nachgewiesen werden, daß der
Experimentierumgebung in der Auswertung besondere Aufmerksamkeit geschenkt werden muß.
Das betrifft im speziellen die Berücksichtigung der realen Randbedingungen im AFM-Experiment,
die zur gesonderten frequenzabhängigen Korrektur führen.
Wie der Überblick über die Literatur zeigt, stellt zum Verständnis des Verhaltens der isolierten
ÄHZ, als auch im eingebauten Zustand in der Cochlea, die Kopplung zu den elektromagnetischen
Feldgrößen ein zukünftiges Forschungsgebiet dar. Dabei muß eine Erweiterung um die Maxwell-
schen Gleichungen des Elektromagnetismus ebenso im Rahmeneiner dreidimensionalen Theorie
erfolgen, wie sie in dieser Arbeit im Rahmen des viskoelastischen Feldproblems geschehen ist.
Die Vorteile liegen hier wiederum im Behandeln der Problematik ls Feldproblem, was eine even-
tuell unzureichende Modellierung im Rahmen der Systemtheorie ausschließen kann. Mit dieser
Methodik sollte dabei auch eine Erweiterung des Modells hinzur Berücksichtigung des Stereo-
zilienbündels und der Umgebung im Cortischen Organ erfolgen. Inwieweit eine solche Beachtung
im Sinne von elektromagnetischen und mechanischen Randbedi gungen erfolgt oder eine detail-
lierte Modellierung erforderlich ist, muß gesondert untersucht werden.
Ein Schwerpunkt kann dabei die Auswirkung der ÄHZ auf die Tonot pie im Cortischen Organ
sowie der orts- und frequenzabhängige Anteil am cochleärenVerstärker sein. Da der molekulare
Motor (Prestin) unabhängig von der Zellänge ähnlich verteilt ist und damit keine intrinsische To-
notopie vorliegt (Mahendrasingamet al., 2010), muß demzufolge die Umgebung der Zelle eine
besondere Rolle spielen.
Trotz sich abzeichnender Probleme durch steigende Rechenzeit sollte die Untersuchung die-
ser Problematik ebenfalls im Rahmen der Finite-Elemente-Th orie erfolgen. Bei Anwendung die-
ser Methodik ist man in der Lage, die hohe Komplexität des System “Innenohr” adäquat zu er-
fassen und in Verbindung mit geeigneten Experimenten zu allgemeingültigen Aussagen zu kom-
men. Dabei muß bereits in der Konzeptionsphase von Experimenten verstärkt auf die begleitende
Modellierung und Berechnung zurückgegriffen werden. In dieser Phase können durch geeigne-
te modellseitige Annahmen bereits Abschätzungen über die Verwertbarkeit der experimentellen
Ergebnisse erfolgen. Das betrifft vor allem den Bereich der Parameteridentifikation, wobei im
Sinne der Kontinuumsmechanik der Begriff “Parameter” besonders auf Materialwerte angewen-
det verstanden werden sollte. Die modellseitige Begleitung kann dabei qualitative Aussagen über
die Sensitivität bzw. Robustheit der experimentellen Ergebnisse bei immer vorhandenen Meßunsi-
cherheiten machen. Bei konsequenter Anwendung dieser Methodik läßt sich dabei durch eventuel-
le frühzeitige Umdisponierung eine effiziente Vorgehensweise bei Beantwortung der vorhandenen
Fragestellungen erreichen.
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Anhang A
Beispiele für Deformationsgradienten
A.1. Beispiel 1
In Abb. A.1.1 ist eine ebene Schubverformung eines ursprünglich quadratischen Gebietes skiz-
ziert, dessen Geometrie in Raumkoordinatenx(X)
x(X) =
[
X + Y · sinϕ
Y · cosϕ
]
(A.1.1)
gegeben ist. Damit ergeben sich für den Deformationsgradienten F, die Verschiebungu(X) und
den VerschiebungsgradientenHL:
∂x
∂X
= F =
[
1 sinϕ
0 cosϕ
]
; u = x − X = u(X) =
[
Y · sinϕ
Y · (cosϕ − 1)
]
;
∂u
∂X
= HL =
[
0 sinϕ
0 (cosϕ − 1)
]
= F − δ = ∇Xu .
(A.1.2)
Die Umkehrfunktionen von Gl. (A.1.1) liefern in Eulerscher Betrachtungsweise:
X(x) =
[
x− y · tanϕ
y/ cosϕ
]
. (A.1.3)
X1
Y
1
ϕ
Abbildung A.1.1: Ebene Deformation ei-
nes Quadrates unter Beibehaltung der
Kantenlänge von 1
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Abbildung A.2.1: Ebene Deformation eines
Quadrates ohne Verzerrung inY-Richtung X1
Y
1
ϕ
Damit können hier die Inverse des DeformationsgradientenF−1, die Verschiebungu(x) und der
VerschiebungsgradientHE mit
∂X
∂x
= F−1 =
[
1 − tanϕ
0 1/ cosϕ
]
; u = u(x) =
[
y · tanϕ
y · (1− 1/ cosϕ)
]
;
∂u
∂x
= HE =
[
0 tanϕ
0 1− 1/ cosϕ
]
= δ − F−1 = ∇xu .
(A.1.4)
angegeben werden. Drückt man nun den Verschiebungsgradient HL gemäß Gl. (2.1.8), aus erhält
man
HL =
[
0 tanϕ
0 1− 1/ cosϕ
]
+
[
0 0
0 tanϕ · sinϕ + (1− 1/ cosϕ) · (cosϕ − 1)
]
. (A.1.5)
Unter der Voraussetzung kleiner Scherwinkelϕ ≪ 1 undϕ2 ≪ ϕ folgt sinϕ ≈ ϕ, cosϕ ≈ 1 und
tanϕ ≈ ϕ und somit fürHL und HE
HL =
[
0 ϕ
0 0
]
= HE . (A.1.6)
Der infinitesimale Verzerrungstensor lautet demnach
ε =
[
0 ϕ/2
ϕ/2 0
]
. (A.1.7)
A.2. Beispiel 2
Eine leichte Modifikation der Verformung aus Beispiel 1 ist in der Abb.A.2.1 zu sehen1. Hier
ergibt sich für die Raumkoordinatenx(X)
x(X) =
[
X + Y · tanϕ
Y
]
. (A.2.1)
1angelehnt an Beispiel 4.4 inUlbricht (1997)
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Analog zu Beispiel 1 erhält man
∂x
∂X
= F =
[
1 tanϕ
0 1
]
; u = u(X) =
[
Y · tanϕ
0
]
;
∂u
∂X
= HL =
[
0 tanϕ
0 0
]
= F − δ = ∇Xu .
(A.2.2)
Auch hier können die Umkehrfunktionen von Gl. (A.2.1) in Eulerscher Betrachtungsweise ange-
geben werden
X(x) =
[
x− y · tanϕ
y
]
. (A.2.3)
Die Inverse des DeformationsgradientenF−1, die Verschiebungu(x) und der Verschiebungsgradi-
ent HE lauten
∂X
∂x
= F−1 =
[
1 − tanϕ
0 1
]
; u = u(x) =
[
y · tanϕ
0
]
;
∂u
∂x
= HE =
[
0 tanϕ
0 0
]
= δ − F−1 = ∇xu .
(A.2.4)
Der Vergleich vonHE mit HL zeigt, daßohneVoraussetzung kleiner DeformationenHE = HL
gilt. Jedoch kann nicht automatisch
ε =
[
0 tanϕ2
tanϕ
2 0
]
(A.2.5)
geschrieben werden, d.h.ε ist diesem Fallkein Verzerrungstensor zur Beschreibung großer De-
formationen. Das ist leicht einzusehen, da, obwohl die Kantenlänge nach Abb.A.2.1 bei großen
Deformationen eine Änderung erfährt, inε keine Normaldehnungskomponenten auftreten. Erst
die Forderung eines kleinen Scherwinkelsϕ ≪ 1 führt auf einen infinitesimalen Verzerrungsten-
sor äquivalent zum Beispiel 1.
In der Theorie finiter Deformationen erfolgt deshalb die Einführung geeigneter Verzerrungsten-
soren auf Basis von Deformationstensoren (anstatt Deformationgradient), die anstatt der Verschie-
bungsdifferenz nach Gl. (2.1.5) die Differenz der Quadrate der Längendifferentialedx2 − dX2 be-
rücksichtigen. Konsequente Linearisierung dieser alternativen Verzerrungsmaße führt immer auf
den infinitesimalen Verzerrungstensor nach Gl. (2.1.11). Da dies nicht Gegenstand dieser Arbeit
ist, soll hier auf die Spezialliteratur (z.B.Ogden(1997); Betten(2001)) verwiesen werden.
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Anhang B
Berechnung der Massenmatrix
Das erste Integral aus Gl. (3.2.10) lautet ausgeschrieben
20∑
I=1
20∑
K=1
∫
V̄e
̺NIuN
K
u
¨̄uIi δū
K
i |Ju| dV̄e =
20∑
I=1
20∑
K=1
∫
V̄e
̺NIuN
K
u |Ju| dV̄e ( ¨̄uI1 δūK1 + ¨̄uI2 δūK2 + ¨̄uI3 δūK3 )
=
20∑
I=1
20∑
K=1
∫
V̄e
̺NIuN
K
u |Ju| dV̄e ¨̄uI1 δūK1 +
20∑
I=1
20∑
K=1
∫
V̄e
̺NIuN
K
u |Ju| dV̄e ¨̄uI2 δūK2
+
20∑
I=1
20∑
K=1
∫
V̄e
̺NIuN
K
u |Ju| dV̄e ¨̄uI3 δūK3
=


δū1x
δū2x
...
δū20x
δū1y
δū2y
...
δū20y
δū1z
δū2z
...
δū20z


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ū1x
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mit der Abkürzung
∫
V̄e ̺N
I
uN
K
u |Ju| dV̄e = NIuNKu . Der Indexi = [1, 2, 3] entspricht dabei den
globalen kartesischen Koordinaten [x, y, z]. Damit wird deutlich, daß im Gegensatz zu Modellen
mit diskreten Ersatzmassen die Massenmatrix voll besetzt ist.
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Anhang C
Grundlagen am Beispiel
eines Zweifreiheitsgradsystems
Am Beispiel eines Zweifreiheitsgradsystems werden einigegrundlegende Untersuchungen bezüg-
lich des Verhaltens mechanischer Systeme im Frequenzbereich durchgeführt. In AbbildungC.0.1
ist eine Skizze des Modells abgebildet. Die Bewegungsgleichungen zur Beschreibung des mecha-
nischen Verhaltens lauten analog Gl. (3 2.41):
aM
[
m1 0
0 m2
] [
ẍ1
ẍ2
]
+ aD
[
d1 −d1
−d1 d1 + d2
] [
ẋ1
ẋ2
]
+ aC
[
c1 −c1
−c1 c1 + c2
] [
x1
x2
]
=
[
F1
F2
]
(C.0.1)
bzw. in Kurzform
aM M ~̈x+ aD D ~̇x+ aC C ~x = ~F . (C.0.2)
Transformation in den Frequenzbereich (siehe Gl. (3.2.44)) liefert
(aC C −Ω2aM M + jΩaD D) ~̃x = ~̃F bzw. C̃ ~̃x = ~̃F. (C.0.3)
Bei Beachtung von Gl. (3.2.47) erhält man
(aD D + j(ΩaM M −
1
Ω
aC C)) ~̃v = ~̃F bzw. Z̃ ~̃v = ~̃F. (C.0.4)
einen Ausdruck für die mechanische ImpedanzmatrixZ̃. Zusätzlich werden allgemeine Parameter
aM , aD undaC als Koeffizienten der Systemmatrizen eingeführt.
In realen Messungen im Bereich der Zellmechanik des Innenohr s besteht im allgemeinen eine
begrenzte Beobachtbarkeit des Meßobjektes. Auch die in dieser Arbeit benutzten Daten basieren
auf Auswertungen an einem Punkt. Sämtliche Auswertungen erfolg n daher meistens auf Basis
der Verhältnisbildung von Ein- zu Ausgang oder umgekehrt (siehe auch Gl. (3.2.48)). Auf Grund
des Matrixcharakters des Systems entsprechen diese Verhältnisse im allgemeinen keinen einzelnen
Einträgen inC̃ bzw. Z̃.
Im einzelnen soll nun untersucht werden, inwieweit durch Änderung der Massen-, Dämpfungs-
bzw. Steifigkeitswerte die Frequenzcharakteristik die Verhältnisse ˜x1/F̃1 bzw. F̃1/ṽ1 beeinflussen.
Als Ausgangsparameter werden die in Kap.6 eingeführten Werte vonm = 0.24 ng undc =
12.75 mN/m genutzt. Die Dämpfung wurde mitd1 = 10 nNs/m bzw.d2 = 100 nNs/m festgelegt,
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Abbildung C.0.1: Einfaches Ersatzmodell mit zwei Freiheitsgraden zur Über-
prüfung des Einflußes von Trägheits-, Dämpfungs- und Steifigk itskräften.
d.h. die Dämpfer haben verschiedene Werte, so daß die Dämpfungsmatrix kein Vielfaches der
Steifigkeits- oder Massenmatrix ist. Im folgenden werden nudie bereits eingeführten Parameter
aM , aD undaC variiert. Die Ergebnisse können wie folgt zusammengefaßt werden:
1. Masseerhöhung bewirkt eine Verringerung der Resonanzfrequenzen in der Punktnachgiebi-
keit x̃1/F̃1; der hochfrequente Abfall beträgt immer 12.04 dB/Oktave, zeigt jedoch unter-
schiedliche Lagen der Asymptoten (Abb.C.0.2)
2. Steifigkeitserhöhung führt zur Erhöhung der Resonanzfrequenzen in der Punktnachgiebikeit
x̃1/F̃1; der hochfrequente Abfall beträgt wiederum 12.04 dB/Oktave, die Lage der Asym-
ptoten ist jedoch identisch, d.h. unabhängig vonaC (Abb. C.0.2)
3. Dämpfungserhöhung führt wie erwartet zur Abflachung der Rsonanzspitzen. Dad2 > d1
ist, wird die erste Resonanz stärker gedämpft. BeiaD = 20 ist ein überkritisch gedämpftes
System zu verzeichnen. Wie im Falle der Steifigkeitsänderung ist der hochfrequente Abfall
12.04 dB/Oktave, ferner ist die Lage der Asymptoten unabhängig vonaD (Abb. C.0.4).
Die Auswertung der mechanischen ImpedanzF̃1/ṽ1 führt im Falle der Dämpfungsänderung noch
zu einer weiteren wichtigen Erkenntnis. Wie Abb.C.0.5zeigt, führt die Einführung eines zweiten
Freiheitsgrades zu einem frequenzabhängigenℜ{F̃1/ṽ1} bei konstanten Systemparametern (sie-
he Gl. (1.2.39) zum Vergleich). Dagegen zeigt der Imaginärteilℑ{F̃1/ṽ1}, daß die Änderung der
Dämpfung zu unterschiedlichen Nulldurchgängen führt und nur im FalleaD = 0 (rot) mit den Ei-
genfrequenzen des ungedämpften Systems (Kreuze) zusammenfällt (siehe Detail in Abb.C.0.5).
Weiterhin ist, wie bereits die Ergebnisse des FE-Modells zeigen, der Imaginärteilℑ{F̃1/ṽ1} im
untersuchten Frequenzbereich von der Dämpfung beeinflußt.
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Abbildung C.0.2: Einfluß der Masseerhöhung
auf x̃1/F̃1 im ungedämpften Fall;aM =
[1, 2, 5, 20] (rot, grün, blau, magenta),aD = 0
undaC = 1. Die Erhöhung der Massen führt zur
Verringerung beider Resonanzfrequenzen. Der
hochfrequente Abfall weist 12.04 dB/Oktave
auf, jedoch sind die Asymptoten nicht identisch
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Abbildung C.0.3: Einfluß der Steifigkeitserhö-
hung auf ˜x1/F̃1 im ungedämpften Fall;aC =
[1, 2, 5, 20] (rot, grün, blau, magenta),aD =
0 und aM = 1. Die Erhöhung der Steifig-
keit führt zur Erhöhung der Resonanzfrequen-
zen. Wie im Fall der Masseerhöhung weist
die hochfrequente Antwort einen Abfall von
12.04 dB/Oktave auf. Zusätzlich ist zu be-
obachten, das die Asymptoten deckungsgleich
sind.
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Abbildung C.0.4: Einfluß der Dämpfungser-
höhung auf ˜x1/F̃1; aD = [1, 2, 5, 20] (rot, grün,
blau, magenta),aM = 1 undaC = 1. Wie erwar-
tet, werden die Resonanzspitzen je nach Dämp-
fungswert abgeflacht. Dad2 > d1 gilt, wird die
erste Resonanz viel stärker gedämpft. BeiaD =
20 ist ein überkritisch gedämpftes Verhalten zu
beobachten. Wie im Falle der Steifigkeitsände-
rung bewirkt eine Änderung der Dämpfung kei-
ne Änderung der Lage der hochfrequenten Ant-
wort bzw. deren Abfall von 12.04 dB/Oktave.
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Abbildung C.0.5: Einfluß der Dämpfungser-
höhung auf F̃1/ṽ1 (mechanische Impedanz);
aD = [0, 2, 5, 20] (rot, grün, blau, magenta),
aM = 1 undaC = 1. Während bereits die Ein-
führung eines zweiten Freiheitsgrades zu einem
frequenzabhängigenℜ{F̃1/ṽ1} (A) bei konstan-
ten Systemparametern führt, zeigt der Imagi-
närteil ℑ{F̃1/ṽ1} (B), daß die Änderung der
Dämpfung zu unterschiedlichen Nulldurchgän-
gen führt und nur im FalleaD = 0 (rot) mit
den Eigenfrequenzen des ungedämpften Sys-
tems (Kreuze) zusammenfällt (siehe Detail).
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